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(समाकलन Integrals ) 


‘® Just as a mountaineer climbs a mountain — because it is there, so 
a good mathematics student studies new material because 


it is there. — JAMES B. BRISTOL % 


7.1 भूमिका (Introduction) 


अवकल गणित अवकलज की संकल्पना पर केंद्रित है। फलनों के 
आलेखों के लिए स्पर्श रेखाएँ परिभाषित करने की समस्या एवं इस 
प्रकार की रेखाओं की प्रवणता का परिकलन करना अवकलज के 
लिए मूल अभिप्रेरण था। समाकलन गणित, फलनों के आलेख से घिरे 
क्षेत्र के क्षेत्रफल को परिभाषित करने एवं इसके क्षेत्रफल का 
परिकलन करने को समस्या से प्रेरित है। 


यदि एक फलन f किसी अंतराल 1 में अवकलनीय हे अर्थात्‌ 
I के प्रत्येक बिंदु पर फलन के अवकलज f ” का अस्तित्व है, तब 
एक स्वाभाविक प्रश्न उठता है कि यदि 1 के प्रत्येक बिंदु पर /” 
दिया हुआ हे तो क्या हम फलन f ज्ञात कर सकते हैं? वे सभी फलन 
जिनसे हमें एक फलन उनके अवकलज के रूप में प्राप्त हुआ है, इस 
फलन के प्रतिअवकलज (पूर्वग) कहलाते हैं। अग्रत: वह सूत्र जिससे 





G .W. Leibnitz 
(1646-1716) 


ये सभी प्रतिअवकलज प्राप्त होते हे, फलन का अनिश्‍चित समाकलन कहलाता हे और प्रतिअवकलज 
ज्ञात करने का यह प्रक्रम समाकलन करना कहलाता है। इस प्रकार की समस्याएँ अनेक व्यावहारिक 
परिस्थितियों में आती हैं। उदाहरणत: यदि हमें किसी क्षण पर किसी वस्तु का तात्क्षणिक वेग ज्ञात है, 
तो स्वाभाविक प्रश्‍न यह उठता है कि क्या हम किसी क्षण पर उस वस्तु की स्थिति ज्ञात कर सकते 
हैं? इस प्रकार को अनेक व्यावहारिक एवं सैद्धांतिक परिस्थितियाँ आती हैं, जहाँ समाकलन की संक्रिया 
निहित होती है। समाकलन गणित का विकास निम्नलिखित प्रकार की समस्याओं के हल करने के 


प्रयासों का प्रतिफल है। 


(a) यदि एक फलन का अवकलज ज्ञात हो, तो उस फलन को ज्ञात करने की समस्या, 
(b) निश्चित प्रतिबंधों के अतर्गत फलन के आलेख से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात करने 


की समस्या। 


2019-20 


304 गणित 


उपर्युक्त दोनो समस्याएँ समाकलनों के दो रूपों की ओर प्रेरित करती हें, अनिश्‍चित समाकलन एवं 
निश्चित समाकलन। इन दोनों का सम्मिलित रूप समाकलन गणित कहलाता हे। 


अनिश्चित समाकलन एवं निश्चित समाकलन के मध्य एक संबंध है जिसे कलन की आधारभूत 
प्रमेय के रूप में जाना जाता है। यह प्रमेय निश्चित समाकलन को विज्ञान एवं अभियांत्रिकी के लिए 
एक व्यावहारिक औजार के रूप में तैयार करती हे। अर्थशास्त्र, वित्त एवं प्रायिकता जैसे विभिन्न क्षेत्रों 
से अनेक प्रकार की रुचिकर समस्याओं को हल करने के लिए भी निश्चित समाकलन का उपयोग 
किया जाता हे। 


इस अध्याय में, हम अपने आपको अनिश्चित एवं निश्चित समाकलनों एवं समाकलन की कुछ 
विधियों सहित उनके प्रारंभिक गुणधर्मों के अध्ययन तक सीमित रखेंगे। 


7.2 समाकलन को अवकलन के व्युत्क्रम प्रक्रम के रूप में (Integration as the 
Inverse Process of Differentiation ) 

अवकलन के व्युत्क्रम प्रक्रम को समाकलन कहते हैं। किसी फलन का अवकलन ज्ञात करने के स्थान 
पर हमें फलन का अवकलज दिया हुआ हे और इसका पूर्वग अर्थात्‌ वास्तविक फलन ज्ञात करने के 
लिए कहा गया है। यह प्रक्रम समाकलन अथवा प्रति-अवकलन कहलाता हे। 


आइए निम्नलिखित उदाहरणों पर विचार करें, 


हम जानते हैं कि a (sin x)= cos x ... (1) 
dx 
HE SER 2 
dx, 3 =y s2) 
और < (e) = e* a) 


हम प्रेक्षित करते हें कि समीकरण (1) में फलन cos x फलन sin x का अवकलज हे। इसे हम 
इस प्रकार भी कहते हें कि cos x का प्रतिअवकलज (अथवा समाकलन) sin % है। इसी प्रकार (2) 


3 
ह X 
एवं (3) से ५? और e* के प्रतिअवकलज (अथवा समाकलन) क्रमशः = और e है। पुनः हम 


नोट करते हैं कि किसी भी वास्तविक संख्या C, जिसे अचर फलन माना जाता है, का अवकलज शून्य 
है, और इसलिए हम (1), (2) और (3) को निम्नलिखित रूप में लिख सकते हें: 


x d 
2 Corre त ody WC i 
dx dx 3 dx 


इस प्रकार हम देखते हें कि उपर्युक्त Teri के प्रतिअवकलज अथवा समाकलन अद्वितीय 
नहीं हैं। वस्तुतः इन फलनों में से प्रत्येक फलन के अपरिमित प्रतिअवकलज हैं, जिन्हें हम वास्तविक 
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संख्याओं के समुच्चय से स्वेच्छ अचर C को कोई मान प्रदान करके प्राप्त कर सकते हैं। यही कारण 
है कि C को प्रथानुसार स्वेच्छ अचर कहते हैं। वस्तुतः C एक प्राचल है, जिसके मान को परिवर्तित 
करके हम दिए हुए फलन के विभिन्न प्रतिअवकलजों या समाकलनों को प्राप्त करते हें। व्यापकत: यदि 


d पाज 
एक फलन FUN है कि r F(x)= f (४), v x€ 1 (वास्तविक संख्याओं का अंतराल) तो प्रत्येक 


स्वेच्छ अचर C, के लिए [FG +C]= Sw, ४६ I 
इस प्रकार {£+ €, ९ e R), f के प्रतिअवकलजों के परिवार को व्यक्त करता हे, जहाँ C 
समाकलन का अचर कहलाता है। 
टिप्पणी समान अवकलज वाले फलनों में एक अचर का अंतर होता है। इसको दर्शाने के लिए, मान 
लीजिए ४ और h ऐसे दो फलन हैं जिनके अवकलज अंतराल [में समान हैं 
1(४) = g (४) — h (४), v x ८ 1 द्वारा परिभाषित फलन f = g — h पर विचार कीजिए 
तो C =fF= zY से r W= ७0 - W (2) v x e प्राप्त है। 
अथवा f (x) = 0, v x € 1 (परिकल्पना से) 
अर्थात्‌ 1 में » के सापेक्ष / के परिवर्तन की दर शून्य हे और इसलिए f एक अचर हे। 
उपर्युक्त टिप्पणी के अनुसार यह निष्कर्ष निकालना न्यायसंगत है कि परिवार (F+ C, C e R), 
f के सभी प्रतिअवकलजों को प्रदान करता है। 
अब हम एक नए प्रतीक से परिचित होते हैं जो कि प्रतिअवकलजों के पूरे परिवार को निरूपित करेगा। 


यह प्रतीक | £) dx है, इसे » के सापेक्ष / का अनिश्‍चित समाकलन के रूप में पढ़ा जाता हे | 


प्रतीकतः हम | £ (१) dx = F @) + C लिखते हैं। 


संकेतन दिया हुआ हे कि = 700), हम = | f ax लिखते हैं। 


सुविधा के लिए हम निम्नलिखित प्रतीकों/पदों/वाक्यांशों को उनके अर्था सहित सारणी 7.1 में 
उल्लेखित करते हैं: 


सारणी 7.1 


प्रतीक/पद /वाक्यांश 





| 


| f (x) dx में fx) समाकल्य 
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समाकलन करना 


समाकलन का चर 


समाकलन ज्ञात करना 


f समाकलन एक फलन F जिसके लिए 
7 (४) = f @) 


समाकलन संक्रिया समाकलन ज्ञात करने का प्रक्रम 


समाकलन का अचर कोई भी वास्तविक संख्या जिसे अचर 
फलन कहते हैं। 


हम पहले से ही बहुत से प्रमुख फलनों के अवकलजों के सूत्र जानते हैं। इन सूत्रों के संगत हम 
समाकलन के प्रामाणिक सूत्रों को तुरंत लिख सकते हैं। इन प्रामाणिक सूत्रों की सूची निम्नलिखित हैं 
जिसका उपयोग हम दूसरे फलनों के समाकलनों को ज्ञात करने में करेंगे। 


अवकलज Derivatives 


d क tl 


(1) हल 


n 


n+1l 


विशिष्ट रूप में हम देखते हैं 


L (x)=1 





d ,. 
(ii) — (sin x)= cos x 
dx 


eee d ° 
Gü) —(—cos x)= sin x 
dx 


(iv) L (tan x)=sec*x 
dx 


(v) 2 (- cot x)= cosecx 
dx 


f w 
(vi) — (sec x)= sec x tan x 
dx 


d 
vid z (- cosec x) = cosec x cot x 
x 





समाकलन ( प्रतिअवकलज ) 
Integrals (Antiderivatives) 


n+1 


+C, nz-1 
1 





x” dx= 


fax#x+C 

cos x dx =sin x + C 

sin x dx = —cos x + C 
sec x dx =tan x + C 
cosec” x dx = — cot x + C 


sec x tan x dx = sec x + C 


t; ë G ë G क ë G ë G 


cosec x cot x dx = — cosec x + C 
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so gorje 5 
60 fos x)= प | य” !x+C 
x) “(प्या अ) en s 

ता (er! a) = IS =- cot! x +C 

व EET oR 
त prerija Nr 
(xiv) Lae fedr=e*+C 

(xv) £ (iogh) = [d= 10gļx]+c 

(xvi) P” J: | a= tC 


«कन टिप्पणी | प्रयोग में हम प्राय: उस अंतराल का जिक्र नहीं करते जिसमें विभिन्न फलन 





परिभाषित हैं तथापि किसी भी विशिष्ट प्रश्न के संदर्भ में इसको भी ध्यान में रखना चाहिए। 
7.2.1 अनिश्चित समाकलन का ज्यामितीय निरूपण (Geometrical interpretation of 
indefinite integral) 
मान लीजिए कि f(x) = 2 x तो | fo dx = x2 + C तथा C के विभिन्न मानों के लिए हम विभिन्न 


समाकलन पाते हैं। परंतु ज्यामितीय दृष्टि से ये सभी समाकलन समान हैं। इस प्रकार 
y = 2 + C, जहाँ C एक स्वेच्छ अचर है, समाकलनों के एक परिवार को निरूपित करता है। C, को 
विभिन्न मान प्रदान करके हम परिवार के विभिन्न सदस्य प्राप्त करते हैं। इन सबका सम्मिलित रूप 
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अनिश्‍चित समाकलन हे। स्पष्टतया प्रत्येक समाकलन एक परवलय को निरूपित करता हे जिसका अक्ष 


>-अक्ष के अनुदिश हे। 


स्पष्टतया C = 0 के लिए हम »--४ पाते हैं जो एक ऐसा परवलय है जिसका शीर्ष मूल बिंदु 
पर है। C = | के लिए वक्र y = X° + 1 परवलय y =»? को एक इकाई ॥-अक्ष के अनु धनात्मक दिशा 
में स्थानांतरित करने पर प्राप्त होता है। C = 1, लिए, वक्र = X — 1 परवलय y= X° को एक 
इकाई ॥-अक्ष के अनुदिश ऋणात्मक दिशा में स्थानांतरित करने पर प्राप्त होता है। इस प्रकार C, के 


प्रत्येक धनात्मक मान के लिए, परिवार 
के प्रत्येक परवलय का शीर्ष >-अक्ष की 
धनात्मक दिशा में है और € के ऋणात्मक 
मानों के लिए प्रत्येक परवलय का शीर्ष 
५-अक्ष को ऋणात्मक दिशा में है। इन 
परवलयों में से कुछ को आकृति 7.1 में 
दर्शाया गया है। 

अब हम इन परवलयों के रेखा += ८ 
द्वारा प्रतिच्छेदन पर विचार करते हैं। आकृति 7.1 
में हमने a > 0 लिया है। यह निष्कर्ष ८ < 0 
के लिए भी सत्य है। यदि रेखा + = 0 
परवलयों ) = 2 = ४ + 1, = x + 2, 
y= -1,५= 2-2 को क्रमशः बिंदुओं 
P.P P, P ,, ? इत्यादि पर काटती हे 


fa दों d 
तो इन सभी बिंदुओं पर न का मान 2 है। 
यह निर्दिष्ट करता हे कि इन सभी बिंदुओं 
पर वक्रों की स्पर्श रेखाएँ समांतर हैं। 
इस प्रकार [2 a= 2 +C= F (x) 


(मान लीजिए) से प्राप्त होता हे कि व्क्रों 
y= 7, (0), Ce R, के रेखा x = ८, द्वारा 


x 





Y 


y=x +3 


y=x +2 


y=x +1 


प्रतिच्छेदन बिंदुओं पर वक्रों की स्पर्श रेखाएँ समांतर हैं जहाँ ८ € अग्रतः निम्नलिखित कथन 
| FG) r= F (2) + C = y (मान लीजिए) वक्रों के परिवार को निरूपित करता है। C के विभिन्न 


मानों के संगत हमें इस परिवार के विभिन्न सदस्य प्राप्त होते हें और इन सदस्यों में से हम किसी एक 
सदस्य को स्वयं के समान्तर स्थानांतरित करके प्राप्त कर सकते S| अनिश्चित समाकलन का ज्यामितीय 


निरूपण यही है। 
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7.2.2 अनिश्चित समाकलनों के कुछ गुणधर्म (Some properties of indefinite integrals) 
इस उप परिच्छेद में हम अनिश्‍चित समाकलन के कुछ गुणधर्मा को व्युत्पन्न करेंगे। 
0) निम्नलिखित परिणामों के संदर्भ में अवकलन एवं समाकलन के प्रक्रम एक दूसरे के व्युत्क्रम हैं: 


d 
=F) 


और | / œ dx = f Ga + C, जहाँ C एक स्वेच्छ अचर ë! 
उपपत्ति मान लीजिए कि F, f का एक प्रतिअवकलज हैं अर्थात्‌ 


RU) = fO 
तो [100०४ = FG) + C 
d d F C 
इसलिए of) dr = = (x) +C) 
d F = 
= ) Fx) = f (४) 
इसी प्रकार हम देखते हें कि 
fx) = £ f) 


और इसलिए [œd = fG + C 


जहाँ C एक स्वेच्छ अचर हे जिसे समाकलन अचर कहते हैं। 
ऐसे दो अनिश्‍चित समाकलन जिनके अवकलज समान हैं वक्रो के एक ही परिवार को प्रेरित 
करते हैं और इस प्रकार समतुल्य हें। 


उपपत्ति मान लीजिए/ एवं ç ऐसे दो फलन हैं जिनमें 


(i 


— 


OL - L fed 


d 
अथवा SS (x) dx — fe (x) dx | = 0 
अतः | £) dx- | इ ७०) ax = C , जहाँ C एक वास्तविक संख्या है। (क्यों?) 
अथवा | fo) dr= | & (0) de +C 
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इसलिए वक्रों के परिवार {| ॥(9) क--€,, €] eR} 


एवं (1200 4४15... CE R} समतुल्य हैं 


इस प्रकार | £) dx और | (२) dx समतुल्य Š! 


# टिप्पणी |दो परिवारों {|o ॐ + ८,९, e R] एवं {|(४) ५४ + ९2,९, € ९} की 


समतुल्यता को प्रथानुसार | f G) dx = | g(x) dx , लिखकर व्यक्त करते हैं जिसमें प्राचल का 
वर्णन नहीं है। 


G [[f/e)+g@|ax= f FE) d+ | g0) ax 


(iv) 


(v) 





उपपत्ति गुणधर्म (1) से 


JIG) + scolar |5/00+ ४00 .. (D) 
अन्यथा हमें ज्ञात हे कि 

[Fa क [800क] न [fds [हेका 00580)... (2) 
इस प्रकार गुणधर्म (1) के संदर्भ में (1) और (2) से प्राप्त होता हे कि 

[(/00+ 800) d= [/00%+ [800५५ 

किसी वास्तविक संख्या k, के लिए [k / (+) ८ = # | fœ) dx 


उपपत्ति गुणधर्म 0) द्वारा क [k 100 क 0७ 
X 


और [k [09%] C [reo a= k fo 


इसलिए गुणधर्म (1) का उपयोग करते हुए हम पाते हैं कि | # / (४) 4४८४६ | f G) dx 


प्रगुणो (1) और Gv) का f. , f... ..., f. फलनों की निश्चित संख्या और वास्तविक संख्याओं k, 
६, .. £, के लिए भी व्यापकीकरण किया जा सकता हे जैसा कि नीचे दिया गया हे 


JAO kf (0) +...+k, fa O] dx 
= k| fic) dr+ ko] f. (0 dx+...+k, | fp) dx 
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दिए हुए फलन का प्रतिअवकलज ज्ञात करने के लिए हम अंतर्ज्ञान से ऐसे फलन की खोज करते 
हैं जिसका अवकलज दिया हुआ फलन है। अभीष्ट फलन की इस प्रकार की खोज, जो दिए हुए फलन 
के प्रति अवकलज ज्ञात करने के लिए की जाती हे, को निरीक्षण द्वारा समाकलन कहते हैं। इसे हम 
कुछ उदाहरणों से समझते हें। 


उदाहारण 1 निरीक्षण विधि का उपयोग करते हुए निम्नलिखित फलनों का प्रतिअवकलज ज्ञात कोजिए। 
l 
(i) cos 2x (i) 3%? + 423 Gi) —,x#0O 


हल 
O हम एक ऐसे फलन की खोज करना चाहते हैं जिसका अवकलज cos 2x है 


हैं d 
हम जानते हें कि T (sin 2x) = 2 cos 2x 


थवा KEN LA z sin > 
अ cos 2x = 0 क्र (sin 2x) = del? 
1 
इसलिए cos 2x का एक प्रतिअवकलज 7 17 2x है। 
Gi) हम एक ऐसे फलन की खोज करना चाहते हैं जिसका अवकलज 3+? + 42 है। 
d 
अब >. +x) = 3⁄2 + 4 


इसलिए 3⁄2 + 493 का प्रतिअवकलज +3 + .“ है। 
Gi हम जानते हें 


l (08 20-50 और -“-[6ह(-4)]1---(-1--,<0 
dx X dx =X x 


l 
इन दोनों को संघटित करने पर हम पाते हें क (log|x|)==,x#0 
इसलिए [का || , जो कि - के प्रतिअवकलजों में से एक हे। 


उदाहरण 2 निम्नलिखित समाकलनों को ज्ञात कीजिए 





X 


N 2 > ] 
0) [or G) [751८ G |७७५2९--)क 


हल हम प्राप्त करते हैं: 





B मा s (गुणधर्म v से) 
x 
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1+1 -2+1 
X X 
+C, |— +C, |. C.C अचर Š 
i | Ë= | , C, समाकलन अचर हें 


|| 

| 
4 
ie 

| 

| 
(9 


2 
X 


I 
—+—+Ci-C 
2 > 1 2 


x 1 C जहाँ `> अचर 
= क सति SC tr अन्य समाकलन अचर है। 
X 


PAA | इससे आगे हम केवल अंतिम उत्तर में ही, एक समाकलन अचर लिखेंगे। | 


(1) यहाँ 
Jes +) dx = fx dx + fax 


2 
i a): 


ir RC 3+ 





x 
a] 
3 
ह. l — l 
iii) यहाँ | (५2 +2e --:) dx= |x? dx + |2e dx — |-ax 
x xX 
3 


3.1 


— E 42e -log|x|+C 





+l 
Or 
— 2 42e - log |x| +C 
उदाहरण 3 निम्नलिखित समाकलनों को ज्ञात कीजिए 
(1) | (sin x + ९05 x) dx (ii) | cosec x (cosec x + cot x) dx 
-sin x 
X 
G) | 
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हल 
G) यहाँ 
| (sin x + cos x) dx = | sin x dx + | cos x dx 
= — cos x + sln x + C 
(1) यहाँ 
| (cosec x (cosec x + cot x) dx = | cosec’x dx + | cosec x cot x dx 
= —cotx—cosecx+C 


Gü) यहाँ 


[=| | dx- का 


COS” X COS “x COS X 








= | 8९०० dx — | tan x Sec x dx 
=tan x — sec x + C 


उदाहरण 4 f(x) = 4% - 6 द्वारा परिभाषित फलन f का प्रतिअवकलज F ज्ञात कीजिए जहाँ 
F(0) =3 हे | 


हल /#(४) का एक प्रति अवकलज ४ - 6x है 


i d 
चूँकि Y (४ - 6%) = 4% — 6, इसलिए प्रतिअवकलज F, 
X 
F(x) = ~ - 6x +८, द्वारा देय है जहाँ CR है। 
दिया हुआ है कि F(0) = 3 
इससे प्राप्त होता है 3=0-6x0+C 
अथवा C=3 


अतः अभीष्ट प्रतिअवकलज, F (४) = +¦ - 6४ +3 द्वारा परिभाषित एक अद्वितीय फलन है। 
टिप्पणी 


G) हम देखते हैं कि यदि / का प्रतिअवकलज F है तो F+ C, जहाँ C एक अचर है, भी f का 
एक प्रतिअवकलज है। इस प्रकार यदि हमें फलन f का एक प्रतिअवकलज F ज्ञात है तो हम 
F में कोई भी अचर जोड़कर f के अनंत प्रतिअवकलज लिख सकते हैं जिन्हें F (४) + C, 
C e R के रूप में अभिव्यक्त किया जा सकता है। अनुप्रयोगों में सामान्यतः एक अतिरिक्त 
प्रतिबंध को संतुष्ट करना आवश्यक होता है जिससे C का एक विशिष्ट मान प्राप्त होता है और 
जिसके परिणामस्वरूप दिए हुए फलन का एक अद्वितीय प्रतिअवकलज प्राप्त होता है। 
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Gi) कभी-कभी 7 को प्रारंभिक फलनों जैसे कि बहुपद, लघुगणकीय, चर घातांकी, त्रिकोणमितीय, 
और प्रतिलोम त्रिकोणमितीय, इत्यादि के रूप में अभिव्यक्त करना असंभव होता हे। इसलिए 
| f (z) dx ज्ञात करना अवरुद्ध हो जाता हे। उदाहरणत: निरीक्षण विधि से fe EIE 
करना असंभव हे क्योंकि निरीक्षण से हम ऐसा फलन ज्ञात नहीं कर सकते जिसका अवकलज 
€ * है। 

(ग) यदि समाकल का चर +, के अतिरिक्त अन्य कोई है तो समाकलन के सूत्र तदनुसार रूपांतरित 
कर लिए जाते ÈI उदाहरणतः 

4+1 


4 y C Í a C 
dy = +C=— y + 
f> ” 44] ऽ 





7.2.3 अवकलन एवं समाकलन की तुलना (Comparision between differentiation and 
integration) 

1. दोनों फलनों पर संक्रियाएँ हैं। 

2. दोनों रैखिकता के गुणधर्म को संतुष्ट करते हैं अर्थात्‌ 


d d d 
O TRAON OJEK — f GO +k, — f> 0) 


G) fk Atk f, (0]%-४ [AO dtk |, 00% 
यहाँ kyk, अचर है। 

3. हम पहले से ही जानते हैं कि सभी फलन अवकलनीय नहीं होते हैं। ठीक इसी प्रकार सभी 
फलन समाकलनीय भी नहीं होते हैं। हम अनवकलनीय और असमाकलनीय फलनों के विषय 
में उच्च कक्षाओं में अध्ययन करेंगे। 

4. यदि किसी फलन के अवकलज का अस्तित्व है तो वह अद्वितीय होता है परंतु किसी फलन 
के समाकलन के साथ ऐसा नहीं हे तथापि वे किसी योज्य अचर तक सीमित अद्वितीय होते 
हैं अर्थात किसी फलन के दो समाकलनों में हमेशा एक अचर का अंतर होता है। 

5. यदि किसी बहुपद फलन P का अवकलन किया जाता हे तो परिणामस्वरूप एक ऐसा बहुपद 
मिलता है जिसकी घात बहुपद P की घात से एक कम होती है। जब किसी बहुपद फलन P 
का समाकलन किया जाता है तो परिणामस्वरूप एक ऐसा बहुपद प्राप्त होता है जिसकी घात 
बहुपद P की घात से एक अधिक होती है। 


6. हम अवकलज की चर्चा एक बिंदु पर करते हैं परंतु समाकलन की चर्चा एक बिंदु पर कभी 
नहीं होती। हम दिए हुए फलन के समाकलन की चर्चा उस अंतराल पर करते हैं जिस पर 
समाकलन परिभाषित होता है जेसाकि हम परिच्छेद 7.7 में चर्चा करेंगे। 
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7. एक फलन के अवकलज का ज्यामितीय अर्थ भी होता हे जेसे कि दिए हुए वक्र के दिए हुए 
बिंदु पर स्पर्श रेखा की प्रवणता, उस बिंदु पर फलन के अवकलज के मान के बराबर होती 
है। इसी प्रकार दिए हुए फलन का अनिश्‍चित समाकलन एक दूसरे के समांतर स्थित वक्रो के 
परिवार को निरूपित करता हे, जिसमें समाकलन के चर को निरूपित करने वाले अक्ष के 
अनुलंब रेखा के सभी वक्रों के प्रतिच्छेदन बिंदुओं पर स्पर्श रेखाएँ समांतर होती है। 

8. कुछ भौतिक मात्राएँ ज्ञात करने में अवकलज का उपयोग होता है उदाहरणतः किसी कण द्वारा 
किसी समय (ú तय की गई दूरी यदि ज्ञात हे तो दिए गए समय बाद वेग ज्ञात करने में 
अवकलज सहायक होता है। उसी प्रकार किसी समय पर यदि वेग ज्ञात है तो दिए गए समय 
में तय दूरी ज्ञात करने के लिए समाकलन का उपयोग होता हे। 

9. अवकलज एक ऐसा प्रक्रम है जिसमें सीमा का भाव समाहित है ठीक उसी प्रकार का भाव 
समाकलन में भी समाहित है जिसके बारे में हम परिच्छेद 7.7 में अध्ययन करेंगे। 

10. अवकलन एवं समाकलन के प्रक्रम एक दूसरे के व्युत्क्रम है जैसा कि परिच्छेद 7.2.2 (1) में 
चर्चा की जा चुकी है। 


| प्रश्नावली 7.1 | 


निम्नलिखित फलनों के प्रतिअवकलज (समाकलन) निरीक्षण विधि द्वारा ज्ञात कोजिए। 


1. sin2x 2. cos 3x अ e” 
4. (ax + b) 5. sin 2x — 4 ८” 
निम्नलिखित समाकलनों को ज्ञात कीजिए: 
] 
6. ja e+ 1) dx Ta [ead 8. |a + bx + c) dx 
X 
2 
] X +5x° - 4 
2 x ooa ८ > ERS 
9, |x +e") dx 10. ifs J dx 11. | dx 


X +3x+4 x= तक 
12. T गा 13. जज 14. Jana 
15. (बह F2x +3) dx 16. | 2x- 3cos x +e”) dx 
17. | Ox? - 3sin x + 54x) dx 18. | sec x (sec x + tan x) dx 





e d 20. 


19. 7 
COSeC x 


2 
COS X 
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प्रश्‍न 21 एवं 22 में सही उत्तर का चयन कौजिए: 


l 
21. J का प्रतिअवकलज हे: 


क शग. 9 i 
(A) z% +2x? +C (B) Fa tx +C 


2 3 1 3 1 
(C) i í (D) Co FZ Ve 


22. यदि L fws जिसमें ॥(2)-0तो f G) हैः 
X X 


4 1 129 3 1 129 

A) t+ B) झप 
X Š x 8 

4 1 129 3. 1 129 

(0) x D) ४०४ 
X 8 x 8 


7.3 समाकलन को विधियां (Methods of Integration) 


पिछले परिच्छेद में हमने ऐसे समाकलनों की चर्चा को थी, जो कुछ फलनों के अवकलजों से 
सरलतापूर्वक प्राप्त किए जा सकते हैं। यह निरीक्षण पर आधारित विधि थी, इसमें ऐसे फलन F की 
खोज की जाती है जिसका अवकलज / है इससे f के समाकलन की प्राप्ति होती है। तथापि निरीक्षण 
पर आधारित यह विधि अनेक फलनों की स्थिति में बहुत उचित नहीं हे। अतः समाकलनों को प्रामाणिक 
रूप में परिवर्तित करते हुए उन्हें ज्ञात करने के लिए हमें अतिरिक्त विधियाँ विकसित करने की 
आवश्यकता है। इनमें मुख्य विधियाँ निम्नलिखित पर आधारित हें: 

1. प्रतिस्थापन द्वारा समाकलन 

2. आंशिक भिन्नं में वियोजन द्वारा समाकलन 

3. खंडशः समाकलन 


7.3.1 प्रतिस्थापन द्वारा समाकलन (Integration by substitution) 
इस उप परिच्छेद में हम प्रतिस्थापन विधि द्वारा समाकलन पर विचार करेंगे। स्वतंत्र चर x को ; में 


परिवर्तित करने के लिए x= g (0 प्रतिस्थापित करते हुए दिए गए समाकलन | FQ) dx को अन्य 
रूप में परिवर्तित किया जा सकता है। 


I= | f) dx qz विचार कीजिए 
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अब x= g(t) प्रतिस्थापित कीजिए ताकि ” = g(t) 
ह्म dx ४७ कलिखते हैं। 
इस प्रकार I= |/(0%- | Fig} g(t) adt 


प्रतिस्थापन द्वारा समाकलन के लिए यह चर परिवर्तन का सूत्र हमारे पास उपलब्ध एक महत्वपूर्ण 
साधन हे। उपयोगी प्रतिस्थापन क्या होगा इसका अनुमान लगाना हमेशा महत्वपूर्ण है। सामान्यत: हम एक 
ऐसे फलन के लिए प्रतिस्थापन करते हें जिसका अवकलज भी समाकल्य में सम्मिलित हों, जैसा कि 
निम्नलिखित उदाहरणों द्वारा स्पष्ट किया गया है। 


उदाहरण 5 निम्नलिखित फलनों का x के सापेक्ष समाकलन कीजिए 
tan’ Jx sec? Jx 


Vx 


(i) sin mx GD 2x sin (४४ + 1) (iii) 


sin (tan `! x) 
1+ x° 


(iv) 


हल 


G) हम जानते हैं कि m का अवकलज  है। अत: हम mx = £ प्रतिस्थापन करते हैं, ताकि 
madx = dt 


le. 1 1 
इसलिए | sin mx dx=—|sin tdt = — —cost+ (C =- — cos mx + C 
m m m 


Gi) + +1 का अवकलज 2x है। अत: हम X2 + 1 =! के प्रतिस्थापन का उपयोग करते हैं ताकि 
2x dx = dt 


इसलिए [2 &? +1) dx= | sin t dt = —cost+C =-cos(x?+1)+C 
1 


Tu. ë 
... अवकलज Ú X Fo St क + 
Gi) + का अवकलज 5 T हे। अत: हम 


Vx =1 के प्रतिस्थापन का उपयोग करते हैं ताकि IP dx=dt जिससे dx=2tdt 





प्राप्त होता हे | 


tan Jx sec? Jx tant sec”? 2t dt 
Ce CN 5 


Jx Í 


= 2 [tan sec”? dt 
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फिर से हम दूसरा प्रतिस्थापन tan t= u करते हें ताकि sec? t dt = du 


5 
इसलिए 2 | वा Sect dr=2|u’ du = 2-+C 


t 


— tan” í + C (क्योंकि u = tan 1) 


TO 


Í tan’ Jx +C (क्योंकि t = +) 


N 


tan Vx sec? Vx 2 5 
अतः | T a an’ yx 
विकल्पतः tan Vx =t प्रतिस्थापन कौजिए 





1 
7 है। अत: हम tan”! x= प्रतिस्थापन का उपयोग करते हें ताकि 


° =] अवकलज 
Gv) tan x का अवकलज नक 


dx 





2 = dt 


sin (tan `! x . 
इसलिए लि dx = [sin t dt = — cas, A= - cos (tan ix) + C 


अब हम कुछ महत्वपूर्ण समाकलनों जिनमें त्रिकोणमितीय फलनों और उनके प्रामाणिक 
समाकलनों का उपयोग प्रतिस्थापन विधि में किया गया हे, पर चर्चा करते हें। 
(1) | tan x dx = log |sec x] PC 


nx 
dx 





हम पाते हैं कि [tan x ax= | 
cos x = t, प्रतिस्थापित कीजिए ताकि sin x dx = - dt 


COS X 


तब fian xar=- | =- 108+ C =- log [eos [+c 
अथवा | tan x dx =log sec x| +C 
(ii) | cot xdx=log | sinx|+C 


S X 


हम पाते है कि fcot x dx | dx 


SIN X 
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(Hi) 


(iv) 


समाकलन 
sin x = t प्रतिस्थापित कीजिए ताकि cos x dx = dt 
dt 
dx= | = 
तब fcot X AX | U 
= 102 t + C 
= log sin x + C 
[sec x dx =1og sec x + tan x|+ C 


sec x (sec x + tan x) Je 


हमें ज्ञात है कि, |sec x ax = | 


sec x + tan x = t प्रतिस्थापित करने पर sec x (tan x + sec x) dx = dt 


Sec x + tan x 


इसलिए Jee x dx= [51०8 |1 |+ 01०६ [sec x+ tan || + 0 


[००४९० x dx = log [०05९९ X — cot x + C 


है व ०05९८ x(cosec x + COL X) 
हम पाते हे कि, | FP कु | (cosec x + COL X) 


cosec x + cot x = प्रतिस्थापित कीजिए 
ताकि-- cosec x (cot x + cosec x) dx = dt 


इसलिए | cosec x dx=- = -loglrl=—logleosec x +cotxl+C 
t 


cosec? x — cot” X 


— log +C 








cosec X — cot x 


log [००४९० X — cot x| +C 


उदाहरण 6 निम्नलिखित समाकलनों को ज्ञात कीजिए: 


sin x l 
. S] 3 s? .. dx ... अ 
0) Jsin Qs x dx (i) | sin (x + a) Cin) + tan x 
हल 
(1) यहाँ | sin’ x cos x dx = | sin’ x cos x (sin x) dx 


= fa - cos” x) cos” x (sin x) dx 
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320 गणित 
t = cos + प्रतिस्थापित कीजिए ताकि बवा - sin x dx 
इसलिए fsin’x cos x (sin x) dx = -fa = yI di 
3 


5 
m" -|e -/04--5-5|* 


I 
— — cos°x + — cos"x + C 
3 5 


(1) ५--६ = प्रतिस्थापित करने पर dx = dt 


वलि | SIn x | (t 
IE sin (x +a) SIn f 
sin ź cos a —costsiIn a 
प्र F C O dt 
sin ź 
= cos 4 | dt —sina | cot t dt 
= (cos a)t — (sin a) [log sin t| + C | 
= (cos a) (x + a) — (sin a) [log isin œ + a)| + C, | 
= xcosa+acos a- (sin a) log sin (x+ a) -C sina 
nn | sin x | | 
x Sim G a) =xcosa-—sna log|sin (x+ a)| + C 
जहाँ C=-—C sina+a cos a, एक अन्य स्वेच्छ अचर हे। 


dx Cos x dx 
1 


(Hi) 


COS Xx +sin x 


peste ति 
2 COS X + sin X 


] 1 cos x-—SsIn x 
a. e 
2 COS X + sin X 


X COS X — SIn X 


C 
—+—+— dx 
2 > X+SIn X = (1) 
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1 से 37 तक के प्रश्नों में प्रत्येक फलन का समाकलन ज्ञात कीजिए। 


12. 


15. 


18. 


21. 


अब 


I [= ` * अपर विचार कौजिए। 


COS XFSIM X 


अब 


इसलिए 


I को (1) में रखने पर हम पाते हैं 





dx 6 Cl l C 
| = +L +- log cos x + sin x| + 
पांधरा 2 2 2 
x | l C Cs 
= —+— log [cos x+ sin x| +-+ +- 
2 2 2 $2 


= + log [cos x + sin x| +G, C=— + — 
2 j 9 


2 





` 1 + x 


. sin xsin (COS X) 
j Jax+b +b 


. (4x+2) 


1 


(° -1)3 > 





9 — 4x° 


= 
tan x 
e 





1+ x 


tan? (2x — 3) 


JX? +x+1 


2. 
s. 


Ts 


10. 


13. 


16. 


19. 


22. 





| प्रशनाबली 7.2 | 


(log x) 
x 
sin (ax + b) cos (ax + b) 


xyx+2 8. x 





1 

Dr 11. 
_ x 
(2 + 37) hh 
a to है 

2x _] 

2x af 20. 
sec? (7 — 4x) 23. 
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COS x + Sin x = t प्रतिस्थापित कोजिए ताकि (—sin x + cos x) dx = dt 


I= | =ts||+ C, log [cos x + sin x| + C, 


,x>0,m#l 


m 
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2cos x — 3sin x 1 cos Vx 
24, —— oC 25. OOS Sh 
6cos x + 4sin x cos x (1 - tan x) Jx 
COS X | 
27. sin 2x 2x cos 2x 28. Jin 29. cotx log sin x 
si sin x 1 
30. —— 31. 00 मन 32. 
]1-- ८0५ x (1-- cos x) ] + cot x 
2 
1 शा x 1+log x 
बवे, ७: बरवे, 7... १. 
] —tan x sin X COS X X 
2 3. -1,4 
+] +] x sın {tan x 
36. G*D(xz+bg2) उठ. Fn (tan र) 
X l+x 


प्रश्‍न 38 एवं 39 À सही उत्तर का चयन कौजिए: 


38. | 0 तत ती बराबर है: 
x +10 
(A) [(0४-क्‍त्रा0-- C (B) 10+ x! + C 
(C) (10 - x!9-1 + C (D) log (10 + 310) + C 
dx बराबर 
39. | ज x COS“ x लः $ 
(A) tan x + cot x + C (B) tan x- cot x + C 
(C) tan x cot x + C (D) tanx- cot 2x + C 


7.3.2 त्रिकोणमितीय सर्व-समिकाओं के उपयोग द्वारा समाकलन (I ntegration using 
trigonometric identities) 


जब समाकल्य में कुछ त्रिकोणमितीय फलन निहित होते हें, तो हम समाकलन ज्ञात करने के लिए कुछ 
ज्ञात सर्वसमिकाओं का उपयोग करते हें जैसा कि निम्नलिखित उदाहरणों के द्वारा समझाया गया हे। 


उदाहरण 7 निम्नलिखित को ज्ञात कीजिए 


(1) [००४५ dx (1) [sin 2x cos 3x dx (iii) sin’ x dx 
हल 
(0) सर्वसमिका cos 2x = 2 ८०४? x - 1 को स्मरण कीजिए जिससे 
l+ cos 2x 
cosx = 5 प्राप्त होता है। 
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इसलिए [००४7५ कळत. [(1+००६ 2x) dx = ~[ax+~ | 2x dx 
2 — 2 
S b T: 
2 4 
] 
सर्वसमिका sin x cos y = > [sin (x + y) + sin (x — y)] , को स्मरण कौजिए 


तब | sin 2x cos 3x dx = - || sin Sx dx — | sin x dx | 


] ] 
H-E १०७४5४+०७+ +९ 
2 5 


] ] 
= — — cos 3 #७- cos x + C 
10 2 
सर्वसमिका sin 3x = 3 sin x — 4 sind x से हम पाते हें कि 
. 3 sln 5 - शा 3x 
sin फा 


3 1 
S] 3 — S] ह. — S] 3 
इसलिए [sin x dx = 1 [sin x dx भे | sin x dx 


3 ] 
= —— cos x + —c0S'3x + C 
12 


विकल्पतः [six dx = [भी sin x dx = fa - cosx) sin x dx 
COS x = t रखने पर — sin x dx = dt 


t 


इसलिए fsinxax=-f(1-2)dt = - | at +| 1 dt=-t+— +C 


1 
-cos x+ — cos x + C 


टिप्पणी त्रिकोणमितीय सर्व-समिकाओं का उपयोग करते हुए यह दर्शाया जा सकता हे कि दोनों उत्तर 
समतुल्य हैं। 


| प्रश्नावली 7.3 | 


1 से 22 तक के प्रश्नों में प्रत्येक फलन का समाकलन ज्ञात कीजिए। 


1. 
4. 


sin? (2x + 5) 2. Sin 3x cos 4x 3. cos 2x cos 4x cos 6x 
sin’ (2x + 1) 5. sin’ x cos? x 6. sin x sin 2x sin 3x 
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] - cos x COS X 
7. sin 4x sin $x EROS e 1. 
I sin” x 
10. sin' x 11. cost 2x 12. — 
l + cos x 
cos 2x — cos 26 cos x — sin x 
13. — 14. 1+ ज्ञा1 2 15. tan? 2x sec 2x 
COS x — cos & +SIn ZX 
. 3 3 . 2 
sin” X + COS” X cos 2x + 2sIn “x 
16. tan“x 17. 5 2 18. 2 
sin“ x COS“ x COS x 
1 cos 2x 
19, —— 5 20. ; 2 21. sin `! (cos x 
sın X COS X (cos xXx + SIN x) ( ) 
1 


cos (x — a) cos (x — b) 
प्रश्‍न 23 एवं 24 में सही उत्तर का चयन कीजिए। 


23 | ¬ तू बराबर है 


sin^ x COS 
(A) tan x+ cot x + C (B) tan x + cosec x + C 
(C) -tanx + cot x + C (D) tan x + sec x + C 


| ” dx बराबर हे: 


cos“(e x 
(A) -- cot (८४७) + C (B) tan (xe” + C 
(C) tan (e) +C (D) cot (e) + C 


7.4 कुछ विशिष्ट फलनों के -समाकलन (Integrals of Some Particular Functions) 


इस परिच्छेद मे हम निम्नलिखित महत्वपूर्ण समाकलन सूत्रों की व्याख्या करेंगे और बहुत से दूसरे 
संबंधित प्रामाणिक समाकलनों को ज्ञात करने में उनका प्रयोग करेंगे। 
































1 + 
हि LG =— log |“ +c 
2a + 2a —X 
— PN EP) (4) J—— -=g x+ a? PC 
a a Je - a: 
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nC GE 
=sin + = log x+. +a? + 


dx dx 
(5) Í I © | Ta 
अब हम उपर्युक्त परिणामों को सिद्ध करते हैं। 
1 1 
(1) हम जानते हैं कि —— — 


Ca 1:00) 
_1 G+aƏ-G-a -+| l | 
T 2a| (x—a) (x+ a) Q2alx-a x+a 


इसलिए | d - j2 JE] 


x a 2al? x-a x+a 




















z ~ [1०४|(५-०) —log|(x+a)| |+ C 








(2) उपर्युक्त (1) के अनुसार हम पाते हैं कि 
l _ 1 | (अय) सकल) | 1f 1 l 
८7-४7” 2a| (a+x)(a-x) HL] 
dx 1 dx dx 
सलिए [509730 1111] 


— [-logla— x|+ 1og|a+ a|] + C 

















FN 
2a 9 


“ळ-टिप्पणी | (1) में उपयोग की गई विधि को व्याख्या परिच्छेद 7.5 में की जाएगी। 


(3) x=atan0 रखने पर dx= a sec? 0 40 


a+ x 
+ C 











d— x 


dx a sec? 0 d0 
इसलिए ज T = | 


a a tan20 + a’ 


l l l 
=—[dd=—0+C=— tan lZ +C 
a a a a 
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(4) मान लीजिए x=asec0 तब dx= a sec 0 tan 0 40 
a sec0 tan 0 40 


इसलिए | कक कफ 


= |seco do = log |sec0 + tan0 |+C, 














1 
_ 18 Ž+,|%-1|+C, 
a a 
= 102 x+ 2 -a -log la| +G, 
= log PENN व, +C, जहाँ C =C, -log|a| 








(5) मान लीजिएकि x= a sin 0 तब dx= 4 cos 8 d0 


a cos0 40 


इसलिए |) A 


(6) मान लीजिए कि x= atan 0 तब dx = a sec?9 dO 


[400९३९ +C 
a 


इसलिए | | a sec“0 40 
Ko x? +a? +a Ja? tan? +a? tan 0+a 


= | sec0 do = log |(sec0 + tan 0)| + C, 








Pr 2 
= log|—+,|-+1|+C, 
a Ya 
= log x+Nx +a? -log la| +C, 








a Y a 


इन प्रामाणिक सूत्रों के प्रयोग से अब हम कुछ और सूत्र प्राप्त करते हैं जो अनुप्रयोग की दृष्टि 
से उपयोगी हैं और दूसरे समाकलनों का मान ज्ञात करने के लिए इनका सीधा प्रयोग किया जा 
सकता है। 


= log 








+C, जहाँ C =C, -log|a| 
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d 
(7) समाकलन | E लाख , ज्ञात करने के लिए हम 


(6) 


(9) 


(10) 


2 +bx+c 


2 
ax? + bx + c = (रईस [=+ [5] = हें। 
a a 2a a 4 


2 


! b हैं 
अब २+ 7-=1 रखने पर dx = dt एवं Gh लिखते हुए हम पाते हैं कि 
a a a 


b° l 
£ _ zJ के चिह्न पर निर्भर करते हुए यह समाकलन z | के रूप में परिवर्तित 


a 4a 22 


हो जाता है और इस प्रकार इसका मान ज्ञात किया जा सकता है। 


dx f 
ep , के प्रकार के समाकलन को ज्ञात करने के लिए (7) की भाति आगे बढ़ते 


हुए प्रामाणिक सूत्रों का उपयोग करके समाकलन ज्ञात किया जा सकता है। 


px +q 
ax” +bx+ c 


हम ऐसी दो वास्तविक संख्याएँ ^ तथा B ज्ञात करते हैं ताकि 


dx , जहाँ ७, १, ०, ७, ८ अचर हैं, के प्रकार के समाकलन ज्ञात करने के लिए 


pr+q=A (a +bx+c)+B=A (Qax+b)+B 
x 


^ तथा 8, ज्ञात करने के लिए हम दोनों पक्षों से » के गुणांकों एवं अचरों को समान करते हैं। 
A तथा B के ज्ञात हो जाने पर समाकलन ज्ञात प्रामाणिक रूप में परिवर्तित हो जाता Š! 


| (77५74) ५५ के प्रकार के समाकलन का मान ज्ञात करने के लिए हम (9) की भाँति 


Jax? + bx Ñ +bx+c 


आगे बढ़ते हैं और समाकलन को ज्ञात प्रामाणिक रूपों में परिवर्तित करते हैं। 


आइए उपर्युक्त विधियों को कुछ उदाहरणों की सहायता से समझते हैं। 


उदाहरण 8 निम्नलिखित समाकलनों को ज्ञात कीजिए 


f Í dx | | dx 
3 x —16 o) a 
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हल 


1-4 


dx 1 
=J og x+4 


v dx 
1) यहा | — = = 
९) [छह x — 42 8 


dx 
ği P: x ता 


>- 1-1 रखने पर 4४ = 0 


इसलिए s = e = Sif (+C [7.4 (5) से] 
NOT Ji- 
=n (y— 1) +C 
उदाहरण 9 निम्नलिखित समाकलनों को ज्ञात कीजिए। 





+C [7.4 (1) से] 














९) 6313 ९) LI ४? - S ` 


हल 


(0) m- 6x + 13-22 6x + > - 3313 = G —& + 4 





] 
इसलिए [| 
इसलिए | 6x+13 ` 3) +2 
मान लीजिए x—3 = तब dx= dt 
1 २! 
— vw? =— tan —+C à 
इसलिए | 6x+13 |, +£“ 2 2 [7.4 (3) से] 
AND IC 
2 


(1) दिया हुआ समाकलन 7.4(7) के रूप का हे। हम समाकल्य के हर को निम्नलिखित प्रकार 
से लिखते हें 


3ए+13ए-10 5 e rx; 
3 3 
जि o 
z | ES | (पूर्ण वर्ग बनाने पर) 
6 6 
d Í d 
इसलिए | X _ X 


वह का ती 3 jas तवे. 
x+— | -| — 
6 6 
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इसलिए | dx ] 


FE 


13 
से वक, रखने पर dx = 


3x? +13x-10 3 e-(2) 
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dt 


dt 


[7.4 G) से] 


-4 
< FC 
6x+30 








+C, = “रण 4108 
LEN Si 








PN (q sq 
C= — [0४ — 
mF , where TT 87 


1 dx 
= पद] जल (पूर्ण वर्ग बनाने पर) 
| [rr न ( 


l 
अब ह हत पर dx= dt 
dx 1 
इसलिए === 
Ë fo जड] 


t 


z 
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ü 
= ०0३) +C [7.4 (4) से] 
] TE 
Xact ९० 
5 १ 5 


उदाहरण 10 निम्नलिखित समाकलनों को ज्ञात कीजिए 


= +C 


1 
— log 
J5 








| DAD, | औत.) 
U 1300360113 S कामाक 
हल 
G) सूत्र 7.4(9) का उपयोग करते हुए हम अभिव्यक्त करते हैं 
कवी 4 “(29 +6x+5)+B A (4x+6)+B 


दोनों पक्षों से » के गुणांकों एवं अचरों को समान करने पर हम पाते हैं: 


j l 
40 - 1 तथा 60 + 3-2 अथवा = त और B= > 
x+2 ] 4x+6 1 dx 
इसलिए ८47 =e i 
ESIE | कै; लक 4 > 23” +6x+5 T जाल 
l Í 
= ५712 (मान लीजिए) s (1) 
I में, 2%? + 6x + 5 = t, रखने पर (Ax + 6) dx = dt 
dt C 2 C 
इसलिए I | ०:03 logl2x +6x+5I+C, ® 
t 
dx ] dx 1 dx 
RO :- 1321620502 स 
X +3x+ — कव RS 
2 ८ 2 
3 s 
अब x+ ४, रखने पर dx = dr, हम पाते 
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tan 2/+ C, [7.4 (3) से] 


1 dt l 
l; न र्‍या = ] 
2 L d 2X 
2 2 
= (७४०2 1+ | C, = था (2x+3)+C, ... (3) 


(2) और (3) का उपयोग (1) में करने पर हम पाते हें 


| arog] +6x+5|+J tan"! (2x+3)+C, 
2x" +6x+5 4 2 

! C C 
जहाँ C=—+— 

£ 4 2 


यह समाकलन 7.4 (10) के रूप में हे। आइए >+3 को निम्नलिखित रूप में अभिव्यक्त 
करते हें 
3 d 2 
व s, )+B =<AC 4-2४) + 3 
X 


दोनों पक्षों से » के गुणांकों एवं अचरों को समान करने पर हम पाते हें 
-20- 1 और-40+ 8 - 3, 


अर्थात्‌ => और 8 = 1 
इसलिए | x+3 P | 4 2x dx | 
हे Z |  “— dtd 
BN p AER 4x— x 1 4x- 2 4x— x 5 dk y 4x—x 
1 
=-7 L+L ... (1) 


2 
I, में 5 — 4x— X = t, रखने पर (— 4 - 2x) dx = dt 


इसलिए ॥-| 4- 2-5 ) (४ e = Jt +C 


विक लक 4x— x 
a2 J5-4x- x? +C, ys (2) 
dx dx 
अब L = |- = | = पर विचार कोजिए 
i awanman l. = 


>+2+<-17 रखने पर dx = dt 
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| 


10. 


13. 


16. 


19. 


22. 


इसलिए 


गणित 


= 


LO 
=sin टल 


 _1x+2 C 
= sin !— +C, 
j 


हक लि 4x— x 








ल्ल 


4x+1 


J22 4-3 


6x+7 


COE 


x+3 


x 2x—5 


2. 
J1+4X2, 
š 3x 
` 1६2 
2 
X 
i TE 
11 : 
` Ox +6x+5 
1 
At २8+3%४- | 
x+2 
17. हि 
x+2 
ii J4x- 2 
5x+3 
23; 
PRERE, 


1 
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s जहाँ C 
+C प्राप्त करते हैं, जहाँ C = C, - I 


18. 


21. 


[7.4 (5) से] 


.. (3) 


समीकरणों (2) एवं (3) को (1) में प्रतिस्थापित करने पर हम 


tt Q sa sint EH 
प्रश्नावली 7.4 


प्रश्‍न 1 से 23 तक के फलनों का समाकलन कीजिए। 


| 








Pena 


5x—2 


1+2x+3x 


x+2 


२० FIt 
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प्रश्‍न 24 एवं 25 में सही उत्तर का चयन कौजिए: 


24. य. ल बराबर हे : 





X +2x+2 
(A) xtan! (x+ 1])+C (B) tan!(x+])+C 
(C) (x+ 1) tanx + C (D) tanx + C 
25. | C चावर है; 
का 
G am k= की sein क; 
9 8 2 9 
C l. _] Ox— 8 C रे; 
© यु अप | x J+ D JAS 


7.5 आंशिक RA द्वारा समाकलन (Integration by Partial Fractions) 


स्मरण कोजिए कि एक परिमेय फलन दो बहुपदों के अनुपात के रूप में परिभाषित किया जाता 


Q(x) 
है जहाँ POTE Qa), + में बहुपद हैं तथा ९(%) z 0. यदि POR घात (४) की घात से कम 
है, तो परिमेय फलन उचित परिमेय फलन कहलाता हे अन्यथा विषम परिमेय फलन कहलाता है। विषम 
परिमेय फलनों को लम्बी भाग विधि द्वार उचित परिमेय फलन के रूप में परिवर्तित किया जा सकता 


हे। इस प्रकार यदि rra विषम परिमेय फलन है, तो + C) = (x) + 1९) जहाँ TW x 
X 


Qx) Qx) 











कैसे किया जाता हे, अत: किसी भी परिमेय फलन का समाकलन किसी उचित परिमेय फलन के 
समाकलन की समस्या के रूप में परिवर्तित हो जाता हे। यहाँ पर हम जिन परिमेय फलनों के समाकलन 
पर विचार करेंगे, उनके हर रैखिक और द्विघात गुणनखंडों में विघटित होने वाले होंगे। 








मान लीजिए कि हम | 


X 
फलन हे। एक विधि, जिसे आंशिक भिन्नो में वियोजन के नाम से जाना जाता है, की सहायता से दिए 
हुए समाकल्य को साधारण परिमेय फलनों के योग के रूप मे लिखा जाना संभव है। इसके पश्चात्‌ 
पूर्व ज्ञात विधियों की सहायता से समाकलन सरलतापूर्वक किया जा सकता है। निम्नलिखित 
सारणी 7.2 निर्दिष्ट करती हे, कि विभिन्न प्रकार के परिमेय फलनों के साथ किस प्रकार के सरल 
आंशिक भिन्नों को संबद्ध किया जा सकता है। 
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सारणी 7.2 
| क्रमांक परिमेय फलन का रूप आंशिक भिन्‍नों का रूप 
A B 


HS गटही, X 
(x — a) (x - b) x-a 


px+q 
(४-०) 
px +qx+r 
(x — a) (x — b) (x — c) x—-a x-b 
2 
px +qx+r A n B : 
0 NOT) x-a (xa) 


px? +qx+r A = Bx+C 
(x — a) G” + bx + c) x-a xX2+bx+c 
जहाँ +? + bx + c का और आगे गुणनखंड नहीं किया SIT सकता। 





उपर्युक्त सारणी में A, B एवं C वास्तविक संख्याएँ हैं जिनको उचित विधि से ज्ञात करते हैं। 


d 
उदाहरण 11 — का मान ज्ञात कीजिए। 


हल दिया हुआ समाकल्य एक उचित परिमेय फलन है इसलिए आंशिक भिन्नो के रूप 
[सारणी 7.2 (1)], का उपयोग करते हुए, हम 


_ 1 _ ^ B लिखते हैं oO 

(४+1)(४+2) x+] x+2 
जहाँ ^ और B वास्तविक संख्याएँ हैं जिनको हमें उचित विधि से ज्ञात करना है। हम पाते हैं 

1> / ((+2)+ 3 (x+ 1) 
x के गुणांकों एवं अचर पदों को समान करने पर हम पाते हें 
॥-- 3-0 

एवं 2A+B=1 
इन समीकरणों को हल करने पर हमें 4 = 1 और 8 -- | प्राप्त होता है। 





1 -1 
— = + 
(४+1) (x+2) x+] x+2 








इस प्रकार समाकल्य निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता हे 
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dx dx dx 
इसलिए म न क कळ 
= log|x+1|-log|x+2|+C = ०४ २0 
X 








टिप्पणी उपर्युक्त समीकरण (1) एक सर्वसमिका है अर्थात्‌ एक ऐसा कथन जो » के सभी स्वीकार्य 
सभी मानों के लिए सत्य है। कुछ लेखक संकेत ३का उपयोग यह दर्शाने के लिए करते हें कि दिया 
हुआ कथन एक सर्वसमिका है और संकेत - का उपयोग यह दर्शाने के लिए करते हैं कि दिया हुआ 
कथन एक समीकरण हे अर्थात्‌ यह दर्शाने के लिए कि दिया हुआ कथन » के निश्चित मानों के लिए 
सत्य है। 


2 
+1 
उदाहरण 12 जह dx का मान ज्ञात कीजिए। 


2 


+] नहीं 
o एक उचित परिमेय फलन नहीं हे इसलिए हम X + 1 को 


X —5x+ 
५२- 5:+ 6 से भाग करते हें और हम पाते हें कि 
x +1 55 --5 55 -5 
— — और के PSN 
X° —5x+6 X° —5x+6 (x—2) (x — 3) 


हल यहाँ समाकल्य 








55-53 _ A n B 
मान लीजिए कि ८.28 3 x2 x3 
ताकि 5x — 5 = AG -At Bx — 2) 


दोनों पक्षों से » के गुणांकों एवं अचर पदों को समान करने पर हम पाते हें A+ = 5 और 
3A + 23 = 5. 


इन समीकरणों को हल करने पर हम 
A=-5 और B = 10 प्राप्त करते हैं। 











वा ४५1 a 5 . 10 
° x’ —5x+6 A=). NK) 
2 
x +1 ] dx 
इसलिए — dcx=ldx-5 dx+10| —— 
ह == == | = P= 


=x-5log|x — 2|+ 10 log|x — 3|+ C 


2019-20 


336 गणित 


3x—2 


—— kx का मान ज्ञात कीजिए। 
(x +1)“(x + 3) x a S 


उदाहरण 13 | 


हल दिया हुआ समाकल्य सारणी 7.2(4) में दिए हुए समाकल्य के रूप का है। अतः हम 


e= A B C 
C+D +3) x+1 (x+)? x+3 





लिखते हे 


ताकि 33-2-4% (४+ 1) ((+ 3) + 3 (५६+ 3) + 0" (६+ 1)? 
= AG2+4x+3) +B(x+3) +CG2+2x+1) 
दोनों पक्षों से +? के गुणांकों, x के गुणांकों एव अचर पदों की तुलना करने पर पाते हे कि 
A+C=0,4A+B+2C=3 और 3७ + 33 + C =—2 इन समीकरणों को हल करने पर हम 


a-l B- और C पाते हैं। इस प्रकार समाकल्य निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता है। 
4 4 





























3x-2 je 5 mN 
(z+) 2?2(x+3) 4(४+1) 20--1)” 4(x+3) 
3x—2 5 dx llr dx 
इसलिए awina S ü x+1 2 (x + 1) 43 x+3 
-Hog AtS 2 -H log] x+3|+C 
4 2(x+1) 4 
y 102 “0. 04९ 
4 x+3| 2(x+1) 
— कीजिए 
उदाहरण 14 |— ——— dd का मान ज्ञात | 
दाह | Taag’ ज्ञ ए 
X 
FS, और 2 _ 
हल 2 1123115 लीजिए L = y रखिए 
x _ y 
Fe (४ +1) +4) O+D+4) 
_ J) _ 20 3 
(0/--1) 0/--4) y+l y q के रूप में लिखिए 
ताकि y= / (५+4)+ 3 (५+ 1) 
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दोनों पक्षों से » के गुणांकों एवं अचर पदों की तुलना करने पर हम पाते हैं &+ 8-1 और 
4A + B = 0, जिससे प्राप्त होता हे 








Z और B=— 
A 3 3 
X l 4 
अत; जज का व क कक 
x +) + 4) 3(⁄+] 3x +4) 
x dx 
इसलिए e a त क्त 


FP EO L Ó 
3 3 2 2 


A a 0 
3 3 2 


उपर्युक्त उदाहरण में केवल आंशिक भिन्न वाले भाग के लिए प्रतिस्थापन किया गया था न कि 
समाकलन वाले भाग के लिए। अब हम एक ऐसे उदाहरण की चर्चा करते हें जिसमें समाकलन के 
लिए प्रतिस्थापन विधि एवं आंशिक भिन्न विधि दोनों को संयुक्त रूप से प्रयुक्त किया गया है। 


3sin ७-2) ०05 ९ 


d 
5०0 ay, ७ का मान ज्ञात कीजिए। 


उदाहरण 15 | 


हल मान लीजिए y = sino 
तब dy = cos 40० 


(3 8110 - 2) cos 1 | (3y — 2) dy 


इसलिए l > Je] )—4y 





m aa Í i J (मान लीजिए) 


y —4y+4 (४-2) 
3y—2 A 
अब हम का स लिखते हैं [सारणी 7.2 (2) से] 
इसलिए, 3y—2=A(y-2+B 


दोनों पक्षों से + के गुणांक एवं अचर पदों की तुलना करने पर हम पाते हैं, A= 3 एवं 
8-20 = - 2, जिससे हमें ^ = 3 एवं B = 4 प्राप्त होता है। 
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इसलिए अभीष्ट समाकलन निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता हे। 

















las d 


5 (= 2) (y— 2) 


4 
2-91 0 


+ C 





= 3 log | १०2११ -1 |*९ z 3 log | sin ९-2 |+ 
y=2 





3log(2—sin ९) +> + C (क्योंकि 2 — sin 0 हमेशा धनात्मक हे) 


— sin 0 


x +x+ldx कौजिए 
उदाहरण 16 Pa का मान ज्ञात | 


हल दिया हुआ समाकल्य एक उचित परिमेय फलन है। परिमेय फलन को आंशिक भिन्नों में 
विघटित करते हैं [सारणी 2.2(5)]। 


x +x+l A | Bx +C 


(५2 --1) (४-2) x+2 (+ 








इसलिए xXx + 1 = A (2 + 1) + (Bx + C) (x + 2) 
दोनों पक्षों से +? के गुणांकों, x के गुणांकों एवं अचर पदों को तुलना करने पर हम A +B =1, 
2B +C=1 और A + 2C = 1 प्राप्त करते हैं। 


ER 3 
इन को हल करने पर हम NFB - पाते हे 


इस प्रकार समाकल्य निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता हे 














5 | 
x +x+1l 3 55 3 "य या) 
(2 --1) ७-2)  50-2) ३-1 SG+2) 5\x +1 


x+ x+1 
stag aoa =s] 








x+2 Sx +1 A 


3 1 l _ C 
s log x+2 [+1० | x +1 tn x+ 
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| प्रश्नावली 7.5 | 


1 से 21 तक के प्रश्नों में परिमेय फलनों का समाकलन कीजिए। 








i X ५ 1 Š 3-5.) 
` (x+])(x+2) " x9 ` (४-1) (४-2) (x — 3) 
X 2x 
4. —— IIT fe का 5 
(= Ty 0-2) (1-3) x +3x+2 
1_ x2 X X 
ji ४ (1-22) fs ( +D- ié (11) (४०?) 
3x+5 2x—3 5x 
As RR | i (x? —1) (2x+3) sk: (४+1) (४ — 4 
x opa] 2 3x—1 
12. ब 13. हा ¬ 14. TEEST 
l l 
n—1 
15. —— 16. एप [संकेतः अंश एवं हर को »”-' से गुणा कीजिए और 
x" = t रखिए ] 
COS X = . 
17. ETF [संकेतः sin x = t रखिए] 
(í 430 +A ` (४ +1) (४ +3) =) 
21. [संकेत: e = t रखिए] 


(e —1) 
प्रश्‍न 22 एवं 23 में सही उत्तर का चयन कोजिए। 


x dx 
22. Az बराबर हे : 


(A) log (B) log (.. 














(C) log +C (D) log|(x-1)(x-2|+C 








Ga 
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23. | चाड... आ बराबर है : 
x(x +) 


l l 
(A) loglx|-—log@ +1) +C (B) log||+— log +1) +C 


l C 
(C) -log |x +l (12--1) + C (D) zesh +log ७-1) +C 


7.6 खंडश: समाकलन (Integration by Parts) 


इस परिच्छेद में हम समाकलन की एक और विधि की चर्चा करेंगे जो कि दो फलनों के गुणनफल 
का समाकलन करने में बहुत उपयोगी है। 
यदि एकल चर x (मान लीजिए) में ८ और v दो अवकलनीय फलन है तो अवकलन के गुणनफल 
नियम के अनुसार हम पाते हैं कि 
LA (uv)=u a U EN 
dx dx dx 
दोनों पक्षो का समाकलन करने पर हम पाते हें कि 


uv = fu der “का 
dx dx 
dv du 
अथवा u——dx=uv- |v— dx ... (1 
| dx | dx (1) 


मान लीजिए कि u= f Go) और E g (2) तब 


du और 
TA और ५ = jsd 


इसलिए समीकरण (1) को निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है 
[1008 (00% =F) |g w dx- |[| s Go) dx f'l dx 
अर्थात्‌ [/(09४00 क =F) fs 00 a - |[[/ (0 | ४00 dx] ax 
यदि हम f को प्रथम फलन और g को दूसरा फलन मान लें तो इस सूत्र को निम्नलिखित रूप 
में व्यक्त किया जा सकता है। 


“दो फलनों के गुणनफल का समाकलन = (प्रथम फलन) x (द्वितीय फलन का समाकलन) — 
[(प्रथम फलन का अवकलन गुणांक) x (द्वितीय फलन का समाकलन)] का समाकलन” 
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उदाहरण 17 fx cos x dx का मान ज्ञात कीजिए। 


हल /(2) = (प्रथम फलन) और g (x) = cos x (द्वितीय फलन) रखिए। तब खंडश: समाकलन से 
प्राप्त होता हे कि 


fx cos x dx = x [००५ x dx - Ie [cos x dx] dx 


= xsin x— Ísin x dx = x sin x + cos x + C 
मान लीजिए कि हम f (x) = cos x एवं g (x) = x लेते हें तब 
d 
X COS x dx =cos x | x dx — || —(cos x) | x dx] dx 
| | x ax- fios o | x ax] 
2 2 
X . > 
= (cos x) + [sinx dy 
इस प्रकार हम देखते हैं कि समाकलन fx cos x dx , तुलनात्मक दृष्टि से x अधिक घात 


वाले अधिक कठिन समाकलन में परिवर्तित हो जाता हे। इसलिए प्रथम फलन एवं द्वितीय फलन का 
उचित चयन महत्वपूर्ण है। 


टिप्पणी 
1. यह वर्णनीय हैं, कि खंडश: समाकलन दो फलनों के गुणनफल की सभी स्थितियों में प्रयुक्त 
नहीं हे, उदाहरणतया | sin x dx की स्थिति में यह विधि काम नहीं करती हे। इसका 


कारण यह हे कि ऐसा कोई फलन अस्तित्व मे ही नहीं है जिसका अवकलज +/+ sin x है। 
2. ध्यान दीजिए कि द्वितीय फलन का समाकलन ज्ञात करते समय हमने कोई समाकलन अचर 
नहीं जोडा था। यदि हम द्वितीय फलन cos x के समाकलन को sin x + k, के रूप में लिखते 
हैं, जहाँ k कोई अचर हे, तब 
| x cos x dx = x (sin x+k)- | (sin x+ k) dx 

= x (sin x+ k)— Ísin x dx— | k dx 

= x (sin x+k) + cos x— kx +C = xsin x+cos x+ C 
यह दर्शाता हे कि खंडश: समाकलन विधि के प्रयोग से अंतिम परिणाम ज्ञात करने के लिए 
द्वितीय फलन के समाकलन में अचर का जोड़ना व्यर्थ है। 


3. सामान्यतः यदि कोई फलन + की घात के रूप में है अथवा » का बहुपद है तो हम इसे प्रथम 
फलन के रूप मे लेते हैं। तथापि ऐसी स्थिति में जहाँ दूसरा फलन प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन 
अथवा लघुगणकीय फलन है, तो हम उनको प्रथम फलन के रूप मे लेते हैं। 
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उदाहरण 18 |log xdx ज्ञात कीजिए। 


हल प्रारम्भ करने के लिए हम ऐसे फलन का अनुमान लगाने में असमर्थ हैं जिसका अवकलज 
log ॐ है। हम log x को प्रथम फलन एवं अचर फलन 1 को द्वितीय फलन लेते हैं। दूसरे फलन का 
समाकलन + है। 


d 
अतः | dogx-1) dx = log x |1 dx- fI- (og x) [क] dx 
l C 
= log x.x- |= x dx=xlog x— x+ 
X 


उदाहरण 19 fx e*dx ज्ञात कीजिए। 


हल x प्रथम फलन एवं e को द्वितीय फलन के रूप में लीजिए 
दूसरे फलन का समाकलन = e” 
इसलिए |xe"dx=xe"- 1.० = ye- e + G 





X dx ज्ञात कीजिए। 


उदाहरण 20 | xsin 
1-5१ — x 


हल मान लीजिए प्रथम फलन = sin - '४, और द्वितीय फलन = T 
— X 
1.088 mm 


अब हम द्वितीय फलन का समाकलन ज्ञात करते हैं अर्थात्‌ [| — A 


A 


ज्ञात करते हैं। 





t = | -x रखिए 
तब gf, 2x dx 


इसलिए =F -- 4 J1- 2 








[een 
अतः D wi =sin (- No? xX ) |= C ni x°) dx 


= En F sin x+x+C = x- i- 2 sin x +C 
विकल्पतः sin'x = 0 प्रतिस्थापित करने पर और तब खंडश: समाकलन का उपयोग करते हुए 
भी इस समाकलन को हल किया जा सकता है। 


2019-20 


समाकलन 343 


उदाहरण 21 | e” sin x dx ज्ञात कीजिए। 
हल e" प्रथम फलन एवं sin x को द्वितीय फलन के रूप में लीजिए। तब खंडश: समाकलन से 
हम पाते हें कि 

I= fe sin x dx = e” ( — cos x) + J etcos x v 


=- e cos x + 1, (मान लीजिए) s (Í) 
[ में e एवं cos x को क्रमशः प्रथम एवं द्वितीय फलन मानते हुए हम पाते हें कि 


[= e* sin x — fe*sin x dx 
I का मान (1) में रखने पर हम पाते हें कि 
I= —@ ° cos x+ € शा] x — Í अथवा 2] = e* (sin x — cos x) 
अतः I= fe sin x dx= Č (sin xcosx) +C 
विकल्पतः sin x को प्रथम फलन एवं ०' को द्वितीय फलन लेने पर भी उपर्युक्त समाकलन को 
ज्ञात किया जा सकता हे। 


7.6.1 |€ [/00+ f Od के प्रकार का समाकलन 
हमें ज्ञात है कि I= JELO Ode = Je f+ fef’) dx 
= h+ |” ~) ०५ जहाँ 115 fe f Go) dx ... (1) 
I में /(४) एवं e* को क्रमश: प्रथम एवं द्वितीय फलन लेते हुए एवं खंडशः समाकलन द्वारा हम 
पाते हैं 1, = £ (9 e | / (8) ear +-C 
1 को (1) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं 
I= ef) | Q रकन fe d+ = e: f GQ) + C 





अतः |z (ZG) + /(0)#% = e fG) +C 
उदाहरण 22 ज्ञात कौजिए 
(1) Jettan मका: Š zld (1) s आ 
+ x (x +]) 


हल 


I 1 


p यहाँ [-|८ (था !x + ) dx 
हे | ja 





l 
अब f (x) = tantx, लीजिए, तब f(x) = TE 
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अतः दिया हुआ समाकल्य ८" [/ (४) +f'Q)] के रूप में है। 





l 
इसलिए I= fe (tan x+) dx = æ tan tx + C 


I व 
0) मान लीजिए कि 15 [काच क” 











= | — =Í ]dx 
CFI) GD) X+] (+1) 
लीजिए कि 40) तव a 
मान u POS तब +1) 
अतः दिया हुआ समाकल्य ८* [/ (४) + /'(४)] के रूप में है। 
i dx= आ. e + C 


| x £ E 
(x + 1)” X+] 


| प्रश्नावली 7.6 | 


1 से 22 तक के प्रश्नों के फलनों का समाकलन कोजिए। 
1. xsin x 2. xsin 3x pirg 4. xlogx 
5. xlog2x 6. x“log x 7. xX sinx 8. x tanx 





इसलिए 


a 
9, x cos" x 10. (sinx) 11. A 12. x sec? x 
Ji- x2 





13. tanx 14. x (log xy 15. (x+ 1)log x 








| xe I+sin x 
16. e (sinx + cosx) 17. +x)? 18. ¢ 1 -- ०08 x 


1 1 (x — 3) e” 
19. € णत 20. — 3z 21. e2 sin x 


(४-1) 
22. | | 
I+ x 


प्रश्‍न 23 एवं 24 में सही उत्तर का चयन कीजिए। 
23, | xe” dx बराबर È: 





3 1 x C 
(A) ड +C (8) 3e + 


1 3 | 2 
C) =e तत. D) रश +C 
€ 5 D) 5९ 
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| e“ sec x (1 + tan x) dx बराबर हैः 
(A) eœ ८05 x + C (B) e sec x + C 
(C) e*sln x + C (D) e*tan x + C 


7.6.2 कुछ अन्य प्रकार के समाकलन (Integrals of some more types) 
यहाँ हम खंडश: समाकलन विधि पर आधारित कुछ विशिष्ट प्रकार के प्रामाणिक समाकलनों की चर्चा 
करेंगे। जैसे कि 


(1) 
(1) 


01) 


(Hi) 


[J -a —& dx (1) [Nx +a? +a dx (iii) [Ve - -x dx 
मान लीजिए कि I= [Nx -a° —a° dx 


अचर फलन 1 को द्वितीय फलन मानते हुए और खंडशः समाकलन द्वारा हम पाते हैं 


I = xx a? —a -Í dx 
J A 4 


a 


` _ . J A ` 3 —a +a 


जि 2 
४१५ — ८ - i 
ENG 
xx? -Ñ - Ñ - [Væ -a =a 4४-०4 | 


dx 
xa? x = g 


> J -a —a नं a| नत्र 
अथवा AS ee Man 
EE 


2 
अथवा I = [Nx a? t= a? -Z log 


इसी प्रकार दूसरे दो समाकलनों में अचर फलन 1 को द्वितीय फलन लेकर एवं खंडशः 
समाकलन विधि द्वारा हम पाते हे 


I 2 
[VE +a ra k= xN +a? +a +— log 
I 2 
| Jax? EES न्य + sin” +C 
a 


विकल्पतः समाकलनों (i), Gi) एवं 61) मे क्रमशः x = a sec0, x = a tan0 और 
x = a sin0, प्रतिस्थापन करने पर भी इन समाकलनों को ज्ञात किया जा सकता हे। 





x+ x? a? + C 











X + J +a: + C 
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उदाहरण 23 [५25 +2x+5 dx ज्ञात कोजिए। 
हल ध्यान दीजिए कि [५४५2५५5 +2x+5 dx [Vet +4. +4 dx 


अब x+ 1-9 रखने पर dx = dy, तब 
[V +2x+5. dx = [Jy +2? dy 


I Jy +4 4 
= — +4+-lo 
z” y > š 





y+ Ta y +4 x +C [7.6.2 (1)के उपयोग से] 


1 
= 7071) Yx?+2x+5+2log x+I+Nx+2x+5 +C 





उदाहरण 24 | Dara @ ज्ञात कौजिए। 


हल ध्यान दीजिए कि [V3-2x- 2 dx= [१4-७५ dx 
अब x+] =) रखने पर dx = dy 
इस प्रकार | ४3-24-2 dr [4-5 dy 


k +C [7.6.2 DF उपयोग से] 


4 
— J4-y? ‘Hsin 
22) > 2 


L (D 3-2): +2 2. |+० 
प्रश्‍नाबली 7.7 


1 से 9 तक के प्रश्नों के फलनों का समाकलन कीजिए। 





1. ५4£ +? 2. कता. 3. V +4x+6 
4.8/4 +1 5. J1-4x—_ 2 6. Vx? +4x-5 


fr 
7. V1+3x- x? 8. १७ FOr 9. T 
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प्रश्‍न 10 एवं 11 में सही उत्तर का चयन कीजिए। 


10. [1+ 2 dx बराबर हैः 
É 








3 
1 2 4 
(A) काका + (8) Nx) का 
3 2 
(C) x+) +C (D) Z i+ + log x+y1+x|+C 








11. [४४ -8x+7 dx बराबर है 
(A) Z 0-4) -8x+7 910 #-4+ Vx? -8+7 +C 
(B) Z +A -8:+7+ 9log xpt ४ ८8:५7 +C 
(C) 7 (4) -8x+7-3 J2log ४-4+ Vx? 85750 
(D) LG pA -8५+7-२ 1०६ x-4+ A 847 0 
7.7 निश्चित समाकलन (Definite Integral) 
पिछले परिच्छेदों में हमने अनिश्‍चित समाकलनों के बारे में अध्ययन किया हे और कुछ विशिष्ट फलनों 


के समाकलनों सहित अनिश्‍चित समाकलनों को ज्ञात करने की कुछ विधियों पर चर्चा की हे। इस 
परिच्छेद में हम किसी फलन के निश्चित समाकलन का अध्ययन करेंगे। निश्चित समाकलन का एक 














अद्वितीय मान होता है। एक निश्चित समाकलन को N fO) dx से निर्दिष्ट किया जाता हे जहाँ 


b, समाकलन की उच्च सीमा तथा a, समाकलन की निम्न सीमा कहलाती हैं। निश्चित समाकलन का 
परिचय, या तो योगों की सीमा के रूप में कराया जाता हे अथवा यदि अंतराल [८, b] में इसका कोई 
प्रतिअवकलज F हे तो निश्चित समाकलन का मान अंतिम बिंदुओं पर F के मानों के अंतर अर्थात्‌ 
F(b) - F(a) के बराबर होता हे, के रूप में कराया जाता है। निश्चित समाकलन के इन दोनों रूपों 
की हम अलग-अलग चर्चा करेंगे। 


7.7.1 योगफल की सीमा के रूप में निश्चित समाकलन (Definite integral as the limit 
of a sum) 

मान लीजिए कि एक बंद अंतराल [a, b] पर एक संतत फलन f परिभाषित है। मान लीजिए कि 
फलन के सभी मान क्रणेत्तर हें इसलिए फलन का आलेख >-अक्ष से ऊपर एक वक्र हे। 
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वक्र y=f(x), x = a, x = b एवं x-A से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ही निश्चित समाकलन 


[Í ro dx है। इस क्षेत्रफल को ज्ञात करने के लिए, इस वक्र, x-Ə181 एवं कोटियों x= a एवं 


x= 2 के बीच घिरे क्षेत्र PRSQP को लीजिए (आकृति 7.2 देखिए)। 
अंतराल [a, b] को Keth sel gees u a xL a x. oo से निर्दिष्ट n समान 
उपअंतरालों में विभाजित कीजिए जहाँ + = a, x, = a+ h, x, = a + 2h, ... , x = a + rh तथा 


b-a 
x =5b=a+nh अथवा n=—— ध्यान दीजिए यद्‌#-२० तो #-२0 


चर्चित क्षेत्र PRSQP, n उपक्षेत्रों का योग है जहाँ प्रत्येक उपक्षेत्र उपअंतरालों [x x] r= 1, 
2, 3, ..., n पर परिभाषित है। 

आकृति 7.2 से हम पाते हैं कि 
आयत (५४1 .(0 का क्षेत्रफल < क्षेत्र (ABDCA) का क्षेत्रफल < आयत (ABDM) का क्षेत्रफल ... (1) 





आकृति 7.2 


स्पष्टतः यदि x -x , -> 0 अर्थात्‌ #-> 0, तो समीकरण (1) मे दर्शाए गए तीनों क्षेत्रफल 
एक दूसरे के लगभग समान हो जाते हैं। अब हम निम्नलिखित योगफलों का निर्माण करते हे 


n—1 


s = h [xO + ... + fix = h>, (०५) .. (2) 
r=0 
और S = A) fG)+...+ fG)]= nr G) 6) 


यहाँ s एवं S उपअंतरालों [*, _,,»,]1< 1, 2, 3, ..., #, पर बने क्रमशः निम्न आयतों एवं उच्च 
आयतों के क्षेत्रफलों के योग को निर्दिष्ट करता है। असमिका (1) के संदर्भ में किसी स्वेच्छ उप 

अंतराल [५_, x] के लिए हम पाते हें कि 
s < क्षेत्र PRSQP का क्षेत्रफल < S, ... (4) 
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यदि #->०० , तो पट्टियाँ संकीर्ण से संकीर्ण होती चली जाती हैं और यह मान लिया जाता हैं 
कि (2) और (3) के सीमित मान एक समान हें तथा उभयनिष्ठ सीमित मान ही वक्र के अर्न्तगत 
अभीष्ट क्षेत्रफल है। 
सांकेतिक भाषा में हम इसे निम्नलिखित प्रकार लिखते हैं 


lim 8, = lim s, = क्षेत्र PRSQP का क्षेत्रफल = | fŒ dx .. (5) 


n—> °° 


इससे यह पता चलता हे कि अभीष्ट क्षेत्रफल वक्र के नीचे के आयतों एवं वक्र के ऊपर के 
आयतों के बीच के किसी क्षेत्रफल का सीमित मान भी हे। सुविधा के लिए हम प्रत्येक उपअंतराल 
के बायें किनारे पर वक्र की उँचाई के बराबर उँचाई वाले आयतों को लेंगे। अतः हम (5) को दुबारा 
निम्नलिखित रूप में लिखते हैं। 


[| feo = im #[#(व) + fa+D)+...+ f(a+(n—D #] 


अथवा [एक = 0-a) im fafat farna ...(6 


b-a 





जहाँ h = n — co 


उपर्युक्त व्यंजक (6) योगफल की सीमा के रूप में निश्चित समाकलन की परिभाषा कहलाता है। 


टिप्पणी किसी विशिष्ट अंतराल पर एक फलन के निश्चित समाकलन का मान फलन एवं अंतराल 
पर निर्भर करता है परंतु समाकलन के उस चर पर नहीं जिसका चयन हम स्वतंत्र चर को निरूपित 
करने के लिए करते हैं। यदि x के स्थान पर स्वतंत्र चर को # अथवा & से निर्दिष्ट किया जाता हे 


तो हम समाकलन [९ f(x) dx के स्थान पर केवल समाकलन N Jf (t) dt अथवा | Jf (u) du 


लिखते हैं। अतः निश्चित समाकलन के लिए समाकलन चर एक मूक चर कहलाता हे। 
उदाहरण 25 योगफल की सीमा के रूप में |, (x +1) dx का मान ज्ञात कीजिए। 
हल परिभाषा के अनुसार 

[fds = (४-०) lim fw + flat D+F (a+ (४-1) hl 


b-a 


n 





जहाँ h = 





में 2-0 2 
इस उदाहरण a=0,b=2,f(x) =x + 1, h = " कि 
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2 
इसलिए. [+d = 2lim [fO OÓ a fC) 


nN? 


2 
= olin व्र ayasa asya + ) 
n 


= 2lim—[(l+1+..+D)+ (+4 t 2-2) ] 


n>» n n पद 


Í. O 2 
= 2 lim — [n +— (1 +2 ° +... + (n —1) | 


n>% n n 
aae] a (४-1) # Cieni 
n>% n n 6 
2 (n—]) 2n-1 
n>% n 3 n 


| R/IN 1 14 
2 lim per G-A 2- 0० = — 
n—>°° 3 n n 3 3 


में 2 
उदाहरण 26 योगफल की सीमा के रूप में |. ९" dx का मान ज्ञात कीजिए। 


हल परिभाषा के अनुसार 


2 ] 2 4 27 - 2 
[4 dx = (2-0) lim - | e? +e” +e” +...+८€ n 


n>» n 





2 
गुणोत्तर श्रेणी के # पदों के योगफल के सूत्र का उपयोग करते हुए जहाँ a= 1, r= e" , हम पाते 
हैं कि 


2n 











md =j 
f e dx= 2lim = 2 lim —| ~ 
n>» n n>» n z 
en—] en—] 
Fe =] . (6 =1 
se ORR यी [im > _] के उपयोग से| 
2 h—0 h 
im | 2 
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| प्रश्नावली 7.8 | 


योगों की सीमा के रूप में निम्नलिखित निश्चित समाकलनों का मान ज्ञात कीजिए। 
1. | xax 2. [ierDadr 3. [xa 
4. -od 5. | ea 6. [| G+ e) dx 

7.8 कलन की आधारभूत प्रमेय (Fundamental Theorem of Calculus) 


7.8.1 क्षेत्रफल फलन (Area function) 


Y 


हमने | £) dx को वक्र y = /(), >-अक्ष, एवं y = J O) 


कोटियों x= a तथा x= ४ से घिरे क्षेत्र के क्षेत्रफल के 
रूप में परिभाषित किया हे। मान लीजिए [८, b] में x कोई 


बिंदु हे तब | (७0 dx आकृति 7.3 में हल्का छायांकित 


क्षेत्र के क्षेत्रफल को निरूपित करता हे [यहाँ यह मान 
लिया गया हे कि xe [a,b] के लिए /(20 > 0 है। 
निम्नलिखित कथन सामान्यतः अन्य फलनों के लिए भी * 
s. 1 इस छायांकित क्षेत्र का क्षेत्रफल + के मान पर ४” आकृति 7.3 

र l 

दूसरे शब्दों में इस छायांकित क्षेत्र का क्षेत्रफल + का एक फलन है। हम «के इस फलन को A(x) 


से निर्दिष्ट करते हैं। इस फलन ^(%) को हम क्षेत्रफल फलन कहते हैं और यह हमें निम्नलिखित सूत्र 
से प्राप्त होता है। 





A (x) = | Fo)dx a 


इस परिभाषा पर आधारित दो आधारभूत प्रमेय हैं। तथापि हम यहाँ पर केवल इनकी व्याख्या करेंगे 
क्योंकि इनकी उपपत्ति इस पाठ्यपुस्तक की सीमा के बाहर है। 


7.8.2 प्रमेय 7 समाकलन गणित की प्रथम आधारभूत प्रमेय (First fundamental theorem 
of integral calculus) 

मान लीजिए कि बंद अंतराल [a,b] पर f एक संतत फलन है और A (2) क्षेत्रफल फलन है। तब 
सभी x € [८, b] के लिए ^) = f (x) 


7.8.3 समाकलन गणित की द्वितीय आधारभूत प्रमेय (Second fundamental theorem of 
integral: calculus) 


हम नीचे एक ऐसे महत्वपूर्ण प्रमेय की व्याख्या करते हैं जिसकी सहायता से हम प्रतिअवकलज का 
उपयोग करते हुए निश्‍चित समाकलनों का मान ज्ञात करते हैं। 
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प्रमेय 2 मान लीजिए कि बंद अंतराल [a, b] पर f एक संतत फलन हे और f का प्रतिअवकलज 


हहै। तब | f(r) = Fa)? = F ७) - Fa) 
टिप्पणी 


| 


(1) 


शब्दों में हम प्रमेय 2 को इस प्रकार व्यक्त करते हैं कि Í f G) dx = (f के प्रति अवकलज 
FA उच्च सीमा ७ पर मान) - (उसी प्रति अवकलज का निम्न सीमा ८ पर मान)। 


यह प्रमेय अत्यंत उपयोगी हे क्योंकि यह हमें योगफल की सीमा ज्ञात किए बिना निश्चित 
समाकलन को ज्ञात करने की आसान विधि प्रदान करती हे। 


एक निश्चित समाकलन ज्ञात करने में जटिल संक्रिया एक ऐसे फलन का प्राप्त करना हे जिसका 
अवकलज दिया गया समाकल्य है। यह अवकलन और समाकलन के बीच संबंध को ओर 
मजबूत करता हे। 


b ü e 
| „ f G) dx Ñ, [a,b] पर फलन f का सुपरिभाषित एवं संतत होना आवश्यक है। उदाहरणतः 


1 
निश्चित समाकलन | x(x2 -1)2 dx की चर्चा करना भ्रांतिमूलक हैं क्योंकि बंद अंतराल 


1 
[-2, 3] के भाग -1<x<1 के लिए /(0 = x -1)2 द्वारा अभिव्यक्त फलन f 
परिभाषित नही है। | i f(x) dx ज्ञात करने के चरण (Steps for calculating | l f(x)dx) 


अनिश्‍चित समाकलन | f (x) dx ज्ञात कोजिए। मान लीजिए यह Fx) है। समाकलन अचर 


C को लेने की आवश्यकता नहीं है क्योंकि यदि हम Fa) के स्थान पर (४) + C पर विचार 
करें तो पाते हैं कि 


[FC dr =[F (+ CI! चाळ) + C]- F(a) + C] =F(b) — F(a) 

इस प्रकार निश्‍चित समाकलन का मान ज्ञात करने में स्वेच्छ अचर विलुप्त हो जाता है। 
[FWE = ए७) - F(८) ज्ञात कीजिए, जो कि | "होव का मान है। 

अब हम कुछ उदाहरणों पर विचार करते हैं। 


उदाहरण 28 निम्नलिखित समाकलनों का मान ज्ञात कीजिए। 


(1) 


(iv) 


vx Pn Gi | 2 x dx 


Í < dx Gi) Í. sic डी 
2 I 1 (४+1) (x+ 2) 


3 
(30 — x2)° 


T 
|: sin? 2t cos2 t dt 
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3 
Gy मान लीजिए =f 4५ है। क्योंकि [+° "= =F (2) 


3 
इसलिए द्वितीय आधारभूत प्रमेय से हम पाते हैं कि 


27 8 19 
[EC FO ७ =. 
(3) (2) 

.. 9 Jx सर्वप्रथम प्रतिअवकलज _ š 

Gi) मान लीजिए कि I= |, — dx सर्वप्रथम हम समाकल्य का प्रतिअवकलज ज्ञात करते Ç | 
(30 — x2)? 


Gi) मान लीजिए 1= | 


3 
2 3 2 
30 2 = # रखने पर "7४२ dx= dt अथवा Vx dx = -Ldt 


Jx 2 cdt 2 L 2 1 >p 
इस प्रकार — =s > 3|; -3 ` / ` =F (x) 
(30 — x2)2 (Wa. ) 
इसलिए कलन की द्वितीय आधारभूत प्रमेय से हम पाते हैं: 
9 
(9) FCA) = £ l 26. l 2[1 1] 19 
I=FO)-F =I 3३ | =+ SZ oN ciate 
3 (30 - ३2) 3| (30-27) 30-8 3|3 22| 99 
4 
2 x dx 


1 (x +]) (x+ 2) 

आंशिक भिन्न का उपयोग करते हुए हम पाते हें कि 
_ x _ 71. 2 

(x+] (1--2) x+ x+2 





x dx i: 
इसलिए leary eg|z+1|+21og| ++2 |=FG) 


अत: कलन की द्वितीय आधारभूत प्रमेय से हम पाते हैं कि 
I=F(2)—F(1) = [- 1023 + 2 1024] — [- 1022 + 2 1023 | 


32 
--3 1023 + 1०९2 + 2 1024 = log p= 
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Tt 
(iv) मान लीजिए, I= | sin? 2t cos2 t dt . अब | sin? 21 cos2 


t dt पर विचार कोजिए 


l 
sin 2t = u रखने पर 2 cos 2t dt = du अथवा cos 2t dt = ठ du 


l 

अत < _ 7 3 
: [sin 2rc0s2 1d = | ४ du 
1 
8 

इसलिए कलन की द्वितीय आधारभूत प्रमेय से 
Ë T F 1... 41 . 1 
1- 7 (--) - » (0) =—|[sin ——sin 0] =— 
( (0) Í 5 ] ठ 


| प्रश्नावली 7.9 | 


1 से 20 तक के प्रश्नों में निश्चित समाकलनों का मान ज्ञात कोजिए। 


[u] = है sinf 2t = F (t) मान लीजिए 


l 3] 2 3 2 
1. [+a 2. |, 3. | (Ar -5x +6x+9) dx 


T T 


4. | “sin 2x dx 5, | È cos 2x dx 6. [ed 


T 














S. | 008९० x dx 9. Í. “Ñ 10. |, - 
7 1x? I+ x 
7 3 xdx 12x+3 

12. | 2 cos? x dx 13 1» 3. 14 ह ल 


T 


2 5x? A 2 3 
16. — — 17. |” (2560 x+ > + 2) dx 
|, x +4x+3 k 


26x+3 
0 +4 





18: |, (in? Z- cos? > dx 19. | 


20. fa 25 = rr 
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7, f “tan x ax 
0 


D dx 


2 
2x —1 


11. 


15. fx e” dx 


dx 
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प्रश्‍न 21 एवं 22 में सही उत्तर का चयन कीजिए। 





21. | बराबर हे: 


2 
L l x 


T 2T T T 
(A) 3 (B) — (C) र (D) T 


> dx 
| ° बराबर हे: 
0 4+9x 





गए गए गए 


ग 
(A) ठ (B) T (C) 24 (D) 4 


7.9 प्रतिस्थापन द्वारा निश्चित समाकलनों का मान ज्ञात करना (Evaluation of Definite 
Inteerals by Substitution) 


पिछले परिच्छेदों में हमने अनिश्‍चित समाकलन ज्ञात करने की अनेक विधियों को चर्चा की है। 
अनिश्‍चित समाकलन ज्ञात करने की महत्वपूर्ण विधियों में एक विधि प्रतिस्थापन विधि है। 


प्रतिस्थापन विधि से |. f (x) कळ, का मान ज्ञात करने के लिए आवश्यक चरण निम्नलिखित हे: 


1. समाकलन के बारे में सीमाओं के बिना विचार कीजिए और y= /(%) अथवा x= ४९0) 
प्रतिस्थापित कीजिए ताकि दिया हुआ समाकलन एक ज्ञात रूप में परिवर्तित हो जाए। 


2. समाकलन अचर को व्याख्या किए बिना नए समाकल्य का नए चर के सापेक्ष समाकलन 
कोजिए। 

3. नए चर के स्थान पर पुनः प्रतिस्थापन कीजिए और उत्तर को मूल चर के रूप में लिखिए। 

4. चरण (3) से प्राप्त उत्तर का समाकलन की दी हुई सीमाओं पर मान ज्ञात कीजिए और उच्च 
सीमा वाले मान से निम्न सीमा वाले मान का अंतर ज्ञात कोजिए। 


बन टिप्पणी | इस विधि को तीव्रतर बनाने के लिए हम निम्नलिखित प्रकार आगे बढ़ सकते हैं। 
चरण (1) एवं (2) को करने के बाद चरण (3) को करने को आवश्यकता नहीं है। यहाँ 
समाकलन को नए चर के रूप में रखा जाता है और समाकलन की सीमाओं को नए चर के अनुसार 
परिवर्तित कर लेते हैं ताकि हम सीधे अंतिम चरण की क्रिया कर सकें। 
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आइए इसे हम उदाहरणों से समझते हें। 
उदाहरण 29 | í. ५४ 1 de का मान ज्ञातं कोणि 


हल t= +1, रखने पर dt = 5X' dx 


इसलिए [57 कांचे, z [vrai sij > 


3 1 
1 2 = 
अतः | 5x" Jd rld = jer 
=] 3 
s 


A E m. 
30051) - [C D5 +1) 


3 3 
`j. 2 4 ९2 
OT - “2 
3 3 3 
विकल्पतः सर्वप्रथम हम समाकलन का रूपांतरण करते हैं और तब रूपांतरित समाकलन का नयी 
सीमाओं के अनुसार मान ज्ञात करते हैं। 
मान लीजिए t= x +1. तब dt = 5x dx नोट कोजिए कि 


जब *=-1तो!=0 और जब x= 1 तो /-2 
अतः जेसे-जेसे », - 1 से 1 तक परिवर्तित होता हे वैसे-वैसे z, 0 से 2 तक परिवर्तित होता हे। 
इसलिए | s Vx +l ds | Vr at 
2 
४ 5 | _2| 5 _02 | _ 2७ 5-42 
"i | = कं = ३९५१ = 


1 tan! x 
0 ]+ x° 





उदाहरण 30 | dx का मान ज्ञात कोजिए। 


1 TT 
हल मान ARG = tan ix, तब ५ = र dx जब £-0तो/-0 और जब x= 1 तो न्यु 





अतः जैसे-जैसे x, 0 से 1 तक परिवर्तित होता हे वैसे-वैसे 1, 0 से i तक परिवर्तित होता हे। 





T 
1 tan x —< £ |4 1 | 177 प 
इसलिए |, TE dx = [| 2 1 "3० 


2019-20 


समाकलन 357 


प्रशनावली 7.10 


1 से 8 तक के प्रश्नों समाकलनों का मान प्रतिस्थापन का उपयोग करते हुए ज्ञात कोजिए। 








1 X l 1... _1 2x 
—— d. 2 Jsin 0 s> sin d 
1. |= X A |, in 0 cos" 0 40 3. |, 1 5] X 
2 Z 
4. | २४+2 दैः (x + 2 = 2 रखिए) 5. [as 
0 ]+cos x 
Ñ dx l dx 2/ 1 || r 
Toe o 7, C u. 8. ——— e“ dx 
mwema HE 1) 


प्रश्‍न 9 एवं 10 Ú सही उत्तर का चयन कीजिए। 


1 
1 (x— x°) 


dx का मान हैः 
x 





9. समाकलन |, 
3 
(A) 6 (B) 0 (C) 3 (D) 4 
10. यदि fo) = | rsinrdr, तब fo): 
(A) cosx+xsmx (B) xsinx (C) x cosx (D) sinx + x cos x 
7.10 निश्चित समाकलनों के कुछ गुणधर्म (Some Properties of Definite Integrals) 


निश्चित समाकलनों के कुछ महत्वपूर्ण गुणधर्मो को हम नीचे सूचीबद्ध करते हैं। ये गुण धर्म निश्चित 
समाकलनों का मान आसानी से ज्ञात करने में उपयोगी होंगे। 


P: | fdf fO 


P: |, fooax= - | “ f oo dx, विशिष्टतया | fodr=0 


1 


P,: [(॥0७क | fdf fds a, b, ८ वास्तविक संख्याएँ हैं। 


b b 
P. : | /(0%- | fa+b-x)dx 


pP : | ॥(७क |. /(४-२0०४ (ध्यान दीजिए कि ?,, ?, की एक विशिष्ट स्थिति है) 


4 


: | f@d=f fdf f Qa) dx 


a- 
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p: | Sdf fd, यदि /(2०-») = fGO 
= 0, यदि f(a- x) = — f(x) 
P: © f Sd — 2| fdr, यदि/ एक सम फलन हे अर्थात्‌ यदि /(-2) =f( 


7 


(ii) | ` /(0)4४=0, यदि/ एक विषम फलन है अर्थात्‌ यदि fx) = -f G 


एक-एक करके हम इन गुणधर्मो की उपपत्ति करते हैं। 
P की उपपत्ति x= प्रतिस्थापन करने पर सीधे प्राप्त होती है। 
P की उपपत्ति मान लीजिए कि f का प्रतिअवकलज ए है। तब कलन की द्वितीय आधारभूत 


प्रमेय से हम पाते हैं कि |, fepax=F(b)-F(a)=-[F(a) =F(p)]=-| fds, 


यहाँ हम प्रेक्षित करते हैं कि यदि ८ = ७, तब | / (2) 4४ = 0 
ए, की उपपत्ति मान लीजिए कि f का प्रतिअवकलज F है, तब 


|, feo dx = Fb) - Fla) .. (1) 
| FO)dr = Fc) - F(a) ... (2) 
और | feo dx = Feb) -Fo ... (3) 


(2) और (3) को जोड़ने पर हम पाते हैं कि 
[rods], fod = Fb) - Fa) = |° fds 


इससे गुणधर्म ?, सिद्ध होता है। 
P, की उपपत्ति मान लीजिए कि /-०+ - 2. तब 4! = - dx. जब x= ८ तब, ! = ७ और 
जब x = b तब t = a. इसलिए 


[| fa --[ /(४+४-/04/ 
नड | fa+b-Dd (P से) 


= [| fa+b- x) dx (P, से) 


?, की उपपत्ति ! = ८ - + रखिए और P की तरह आगे बढिए। अब dt = - dx, 
जब ४ ८ 6, 1 5 0 
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P की उपपत्ति ?,, का उपयोग करते हुए हम पाते हैं कि 


N (४) ८४ = | ॥(9) कान | fO) dx 


दाएँ पक्ष के दूसरे समाकलन में 1 = 2a - » प्रतिस्थापित कीजिए, तब dt =- dx और जब 
x= तब t= a और जब x= 2a, तब 1-0 और x= 2a - भी प्राप्त होता है। 
इसलिए दूसरा समाकलन 


| “ro sa -| f Qa -1) dt 


_ |, fCa-1) dt = |, f Qa - x) dx प्राप्त होता है। 


अतः | reo dx = | fœ) d+ |" f Qa x) dx 

P t उपपत्ति ?,, का उपयोग करते हुए हम पाते हें कि 
[rey aÍ = [° roya (हटळक ..(]) 

अब यदि 1(26 - x) -/00, तो (1) निम्नलिखित रूप में परिवर्तित हो जाता हे 
[fas fO dfi O dj FG) 

और यदि Fa -.0 = - / (४), तब (1) निम्नलिखित रूप में परिवर्तित हो जाता हें 
[| roo dx= | fœ क| (७क0 

P. को उपपत्ति 


0, का उपयोग करते हुए हम पाते हैं कि | fO) dx = [Í + (x) dx +Í S (x) dx 


दायें पक्ष के प्रथम समाकलन में 7 = — x रखने पर 
dt= - dx जब x= aq /- और जब ५-0, तब = 0 और x= -1 भी प्राप्त होता हे। 


इसलिए f foya = | ,/00%+[( roya 


z [fn dx+f (०) dx (P से) ... (1) 
G) अब यदि f एक सम फलन है तब /(--) -/(») तो (1) से प्राप्त होता हे कि 


| foa=f fdf /(0%-2|/(0% 
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(1) यदि f विषम फलन है तब /(-%) = -/(%) तो (1) से प्राप्त होता है कि 
| fo)dr=-|, fd | fa)dr=0 
उदाहरण 31 | | «° -x कः का मान ज्ञात कौजिए। 


हल हम देखते हें कि [-1, 0] पर % -+ > 0 और [0, 1] पर 6 — x < 0 और [1, 2] पर +> 0 
तब हम लिख सकते हैं कि 


[| x =J lax = [o ==.) dx+ | -0° =) कान Cr — x) dx (P, से) 


= [o° — X) d+ [| œ- x°) 4४+ f (य — x) dx 


Ë s: | p x | b वी. | 
4 2 i 2 4 N 4 e; । 


ND 1 1 1 3 3 11 
=——+—+———+2——+— = ———+2=— 
4 2२2 4 NS 2 4 4 
T 
उदाहरण 32 |4 sin2xdx का मान ज्ञात कीजिए। 
Fi 
हल हम प्रेक्षित करते हैं कि sin? x एक सम फलन है। 
ग ग 
इसलिए Pe sin” x dx = JE sin” x dx [P. (1)से] 


4 


Tt TT 
~ (q —cos 2x) A 
4 = S 
7. £ dx = |, (1—cos 2x)dx 


f 1. or Lon) o7 
= |+-; ५१2+ |` = 4 2 ० 4 2 
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उदाहरण 33 | — “dx का मान ज्ञात कीजिए। 
01+cos x 
m xsinx 7 (T — x)SIn (17 — x) dx 
हल मान लीजिए कि [= — dx = म s ए से 
` Ë k 1-- ०06” x Q I+ cos”(T— x) पक 


x (T—x)sin x dx r |. sin x dx I 


2 
0 I+ 00५ x 0 ] + cos” x 


7 sin x dx 
अथवा 21-70 —— ऊ- 

0 ] -- 005 x 
थां T pr sinxdx 
अथवा [= = 


2 $0 ]+cos x 
Cos x = 1 रखने पर -sin x dx = dt 
जब x= 0 तब = 1 और जब x= 17 तब / = - 1 है। इसलिए हम पाते हें कि 


-T ç- dt Tel dt 











E हे. ऐसे 

2 *1 1--/” Wale 51 

= 7 | à. ` क्योंकि एक समफलन है (? से) 
0 14e I+ 7 


r [tn] =ni- tano] =r] “0 - 

= T| tan "SQ an — tan = 4 = 4 
1 

उदाहरण 34 | [| Sin” x cos“ x dx का मान ज्ञात कोजिए। 


1 
हल मान लीजिए कि I= [| अंग? 1005": ६४ और /(0 = आई x cost x 


तब f(— x) = sin’ (= x) cost (- x) = - sin’ x cost x = — f (x), अर्थात्‌ f एक विषम फलन 
है इसलिए 1-0 [?, Gi) से] 


. 4 
SIN X 
4 


TT 
उदाहरण 2 
TNE |, sinf x + cosí x 


dx का मान ज्ञात कोजिए। 


T 4 
हल मान लीजिए कि 1= | ह 7 वी .. (1) 


. 4 4 
0 sin” x+ coS x 
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T siní ` — X) 
तब I= |, — A (P से) 
sin ९5 6 


Tt 4 
_ [7 cos x J 

l |, 0056 x+ siní x r हड र) 
(1) और (2) को जोड़ने पर हम पाते हैं कि 


ग . 4 4 T 
2 sin*x+cos'x 
a s. 


TT 
a i dx= | ? dx =[x]? => 
0 sin ` x+coS x 0 0 


अतः | = 
4 


T 


उदाहरण 36 | का मान ज्ञात कीजिए। 
T] Jtan x 


Tt 
cos x x dx 


7 1+ /tanx | Jcosx + sin x 


ee T A 
T COS ठ -+ & — x |dx 
न (P, से) 


तब I= hga ‘eC 
f T T SIET 

“ग — A + ifl L - ४ 
3 0 3 0 


हल मान लीजिए कि 1 = | .. (1) 


ठ | 
O 
© 
Z! 


sin x 
= dx ... (2 
|: Vsinx + /cos x (2) 
a —< TT 
(1) और (2) को जोड्ने पर हम पाते हैं कि 21 | ८ = [*] २2-८2 
गए ° 
Ad: I= — 
12 


उदाहरण 37 flog sinxdx का मान ज्ञात कीजिए। 
T 
हल मान लीजिए कि 1 = | log sin x dx 


T 


T 
तब [= | log ठ — J = | log cos x dx (P, से) 
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L, के दोनों मानों को जोड़ने पर हम पाते हैं 


T 


१15 f (log sin x + logcosx)dx 


T 


= f (log sinxcosx+log2—log2) dx (log 2 जोड्ने एवं घटाने पर) 
T x 
z | log sin 2x dx— | [108 2 dx (क्यों?) 
-- Tt 
प्रथम समाकलन में 2४ = / रखने पर 2 क क जब ~= 0 तो !=0 और जब x= 3 r= 


l prx . T 
इसलिए Ed = 5 Jo 108 RON 


T 


2: P . T क्योंकि 
= 310 "९ sin: df log [P से क्योंकि $ (7 — D = sin 1) 


T 


f? log sinx de =~ 1082 (चर/ को x में परिवर्तित करने पर) 


T 
1---107 2 
> ë 


T 


अतः f 2log sin x dx = log? 


प्रश्नावली 7.11 


निश्चित समाकलनों के गुणधर्मो का उपयोग करते हुए 1 से 19 तक के प्रश्नों में समाकलनों का मान 
ज्ञात कोजिए। 


3 


£ sin? x dx 


sin x sin x 


Tt 

= 2 ब ERR RV 
1. | cos x dx 2. |. क. कनन dx 3. |, 3 3 

0 SIn X + cos x . 7 2 

sin? x + COS“ x 
Tt 5 
s> COS xdx 5 8 
f? — र 5, Í ५ |x + 2| dx 6. | | 2-5 [4५ 
0 sin” x+cos x u 2 


2019-20 


364 गणित 





1 - 2 
7, | x(l—x) dx 8. | “log A + tan x) dx 9, | x 2 x dx 
0 0 0 
T T 
10. f? (2log sinx- log sin 2x)dx r. f? sin? xd 
E 
T d x 21 
12. | 13. f? sin’ xdx 14. [| cos xax 
0 1+sinx i 0 
Tt 
> SIn X—COS X T 4 x 
] 2— T dx 16. log (I+cosx) dx 17. -=m dx 
|, l +sin x cos x |, 8 ) h Jx+a-x 
4 
18. | [71% 


19. दर्शाइए कि |, /(9)8(9) का =2 | /(०0 4४ , यदि f और को feo = f(a = x) एवं 
2(%) + g(a — x) = 4 के रूप में परिभाषित किया गया है। 
प्रश्‍न 20 एवं 21 में सही उत्तर का चयन कीजिए। 


20. |G + xcosx+tan”x+]) dx का मान हैः 


2 


(A) 0 (3) 2 (C) 1 (D) 1 
m 35 
21. [210 बण |. का मान है: 
0 4+3 cosx 


3 
(A) 2 ER (C) 0 (D) -2 


विविध उदाहरण 
उदाहरण 38 | cos 6x Jl+sin 6x +sin 6x dx ज्ञात कोजिए। 


हल t= 1 + sin 6%, रखने पर dt = 6 cos 6x dx 


1 
इसलिए f cos 6xy1+ sin 6x dx = | {व 


|. अ... as lara र r 
= —x—(t)2 +C = —(1 + sin 6x)? + 
6 3 9 
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1 


उदाहरण 39 E ) k ज्ञात कीजिए। 


1 


1 1... 
3 4 (1-3) 
हल हम प्राप्त करते हें कि Fe, . dx = | 2 a dx 
X 


1 
अब l-—;=l-x =¦, रखने पर dx dt 
X 





1 
इसलिए |: s. आ प |! dt 


4 


dx 
Ge SD ज्ञात कीजिए। 


उदाहरण 40 | 


4 
X 


Ë कि ——=(x+D)+—— 
हल हम प्राप्त करते हैं कि (1 (71101 PIP 


E ] U IM 
>+ p o sj 








1 A Bx+C में अथि हैं 
अब र या के रूप में अभिव्यक्त करते 
इसलिए 1 =A (2 + 1) + (Bx + O) ७-1) 


=(A+B)x>*+(C-B)x+A-C 
दोनों पक्षों के गुणांकों की तुलना करने पर हम पाते हैं कि A + B = 0, C — B = 0 और 
AC = 1, जिससे प्राप्त होता हे कि A= 8505-> 


A, B एवं ("का मान (2) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि 
1 _ 1 I x l 


(४-1) (2-1) 2(x-D 2 (2-1) 202+1 
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(3) को (1) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हें कि 








x l l x l 
—=+b+ काक a 
(१-1) (४ + x+]) 2(x—1) 2(x +] 2(x +l1]) 
इसलिए 
4 2 
[— > d= +x+slog|x-1|- log? +D- tan! x+C 
(x—D(x + x+]) 2 2 4 2 


l 
उदाहरण 41 IË (log Dti dx ज्ञात कोजिए 





हल मान लीजिए 1= | Ë (log x) + EF । dx 





flog (log x) dx +Í A 


आइए, प्रथम समाकलन में 1 को द्वितीय फलन के रूप में लेते हे। तब खंडश: समाकलन से हम 
पाते हें कि 





X 
oea 


| dx 
(log x)? ... (1) 








— xlog (log x) >: 


dx 
पुनः oe , पर विचार कीजिए, 1 को द्वितीय फलन के रूप में लीजिए और खंडश: 
विधि द्वारा समाकलन कोजिए, इस प्रकार हम पाते हैं कि 


dx x l ] 
| logx E "| (log x)? E) “| m 


(2) को (1), में रखने पर हम पाते हें 

















dx 
I= xlog (102 x) — — + 
g (log x) log x mas ज 


= xlog (log x) — Fe 
log x 
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उदाहरण 42 | | Vcotx + Vtanx]| 4* ज्ञात कीजिए। 


हल हम पाते हैं कि [= || Jcotx + Van x | dx = | Vtan x(1 + cotx) dx 








अब tan x = Ë, रखने पर ५९८? + dx = 2t dt 
अथवा 2t dt 
अथवा dx = — 
]+# 
] है 
तब t= flr dt 
t) (+t) 





Pan (व 3 
fara 





l l 
पुन: 1-- =y, रखने पर |1+-7 | dt = dy 
क =. 
1 2 
तब I=2| Q = J2 tan! iC = /2 tan ! ZANO 
y? +(42) २2 V2 





2 
1-1 tanx—1 
२/2 tan`! ——— FE GR] s| |+ 
= 2 tan x 


उदाहरण 43 Í sin 2x cos 2% dx जात कीजिए। 


J9 —cos1(2x) - ०05 (2x) 


हल मान लीजिए कि = [| sin “४८००8 ८५ J 


OD —cos'2x 


अब cos? (2%) = t रखने पर 4 sin 2x cos 2x dx = — dt 


इसलिए, 
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= —— sin e +C = m sin `! eos? >x +C 
3 4 3 
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3 
उदाहरण 44 | ? | आ। (3)| का मान ज्ञात कोजिए | 


x ७0175, - 1 < ४ < के लिए 


हल यहाँ /(४) = |x sin zx| = y $n x,1< x < के लिए 
j 


3 3 
श्या 1, ठ 
इसलिए | sin T x| dx = | xsintxdx+| ?-—xsint x dx 


3 
1 . = . 
= | x sint xdx—| 2 x sinz x dx 


दायें पक्ष के दोनों समाकलनों का समाकलन करने पर हम पाते हें कि 


3 

3 Ç 1 è — 

० — X COST X 511 7 X —X COST X SIN 17 |2 
— -|—— 

-1 1 








| 2 |x sin = | dr व 5 हु 
-1l Tt T TT Tt 


|| 
|N 

| 
r Æ 
| "a 
॥ | — 
L “I 

|| 
| ७3 
| — 


x dx 


उदाहरण 45 | का मान ज्ञात कोजिए। 


a cos x+b sin‘ x 


x dx fr (1-5) dx 
|, ER (z ना आय 
a cos (T—x)+b sin (407 - x) 


हल मान लीजिए कि I= | 


0 q“ cos x+b‘ sin’ x 


(? के उपयोग से) 


Í T x dx 


n f 


2 2 2. 2 
0 a“ cos“ x+ b“siIn x 0 q“ cos x+ b^ sin x 


n f — ~ -I 
0 q“ cos x+ 2 sin x 


dx 


अतः DIT Soo 
bh COS x + b“sin x 
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zp? dx _ T af? dx 


अथवा I= — — — — पा दठर 
0 q“ cos x+ b“°sin x 


(P. के उपयोग से) 


0 a? cos? x+b? sin” x 2 


T 


dx 4 dx 


—— 7 22 S न मन — — 
2 2 2 2 7 ल तक. 
a +CoOs x+b sm x ५a +cos x+) sin‘ x 


|| 
— 
a 
° ——= |a 


गप 


TT 
j sec? x dx j 00५60” x dx 
0 


a +b tanx ya ° cot2x+b2 


27 79 
a'u +b 


T x E x] T x au | 
=—-|tan — | ——| tan — 
ab a jọ ab b ji 


Tt Ni b _] a 
=— n —+tan — 
a a b 


_ d ८ dt 
=- 5797 16002 न (रखिए tanx= t और cot x = u) 


Ow 


~ 2ab 


अध्याय 7 पर विविध प्रश्नावली 
1 से 24 तक के प्रश्नों के फलनों का समाकलन कीजिए। 





l ] 
j ren š: Vx+a+Nx+b 
l C a ] 
3. माक [ : X= 7 fu] 4. — c C — 
NEX x (xf +1)4 
4 संकेत: : = l = # रखिए 
> I) | जन आनी ] 
LAE X> ३2 + ४3 x3|]+ xŠ 
6 _ > sin X न logx _ ह ढे 
I (x+1) (x +9) ` Sin(x—a) ` PEX _ ०2०8५ 
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COS X sinë x — cos? x I 
3. om x गी 1— sin” x cos” x Ma cos (x +a) cos (x +b) 
x e" 1 
n IC DS IE) G++) 
15. cos १ 278 शोक 16. ८? "४७ (xf + 1y! 17. f'(ax + b) [f(ax + b)]" 
1 sin `! Jx —cos २9 
18. -- 19. sin Jx + cos 1 Jx (xe [0, 1]) 
Jsin’ xsin (x +0) xsin (x +O) Sın NXTCOS NX 
न e: yy 2tsin2x , s". X +x+1 
` १1-२७ ` l+cos2x ` (x+1])?(x+2) 
| = Jx? +1 [108 (3 +1)-2108> | 
23. tan — 24, — SI रै” J 
I+ x x 


25 से 33 तक के प्रश्नों में निश्‍चित समाकलनों का मान ज्ञात कीजिए। 


sin x sin x cosx cos x dx 
25 | Ja 26 ——— ~ 4४27 — r 
| 1- cosx | 4 |. cos“ x + 4sin x 





0 605 X+SIn X 


TT l 
sin x + COS X 4 SIn X + COS X 
28 Ñ dx 29 0 Oy 
| sin 2x 2x Ñ | Ji+x Jx |, 9--16 511 2x 
Tt 
2. ग. r xtanx 
31. | sin 2xtan (sin x) dx 22. | मतका 
0 0 sec x+ tan x 


33. f(x- 1i+ 1x- 211x- 3])dx 


निम्नलिखित को सिद्ध कीजिए (प्रश्‍न 34 से 39 तक) | 


I 
j — ENE 35. | xe"dx=1 
lx (x+]) 3 3 प 


T 


1 = 
36. | x cos‘ x dx =0 37. | 2sin’ y a = 2 
_ न Ç 


T 

A 1, i T 
38. |“ 2tan xdr=1-log2 39, | आ. xdx=>-1 

0 0 2 
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40. योगफल कौ सीमा के खूप में | ey का मान ज्ञात कोजिए। 
41 से 44 तक के प्रश्नों में सही उत्तर का चयन कोजिए। 





41. | dx बराबर हैः 


e" +e 
(A) tan (e>) + C (B) tan! (e> + C 
(C) log (e — e~) + C (D) log (e + e~) + C 
s 2 
42. 7-3 बराबर Š: 
(sin 7 -- COS X) 
—1 
(५६) ऑल 5 (B) loglsinx+cosxl+C 
sin x + COS x 


(C) 102 शा ४ - ०08 5 | + C लिक) (कि: + ८05) 


43. यदि /(८ + ७ ३० तो [xf DNRT हे: 


a+b a+b 








(A) | f(b— x) dx (B) | f(b+ x) dx 
C —a rb a+b 
(0) — |. feo ax (Z S| fo) d 
44. fit { C Ja का मान हे 
I] x—x 
(A) 1 (B) 0 (C) -1 D- 


4 


साराश 


* समाकलन, अवकलन का व्युत्क्रम प्रक्रम है। अवकलन गणित में हमें एक फलन दिया हुआ 
होता हे और हमें इस फलन का अवकलज अथवा अवकल ज्ञात करना होता हे परंतु 
समाकलन गणित में हमें एक ऐसा फलन ज्ञात करना होता है जिसका अवकल दिया हुआ 
होता है। अत: समाकलन एक ऐसा प्रक्रम हे जो कि अवकलन का व्युत्क्रम है। 


मान लीजिए कि OOE हम [fm dr=FG)+C लिखते हैं। ये 
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समाकलन अनिश्‍चित समाकलन अथवा व्यापक समाकलन कहलाते हैं। C समाकलन अचर 
कहलाता हे। इन सभी समाकलनों में एक अचर का अंतर होता हे। 


* ज्यामिति दृष्टि से अनिश्चित समाकलन वक्रों के परिवार का समूह है जिसमें प्रत्येक सदस्य 


५-अक्ष के अनुदिश ऊपर को तरफ़ अथवा नीचे की तरफ़ स्वयं के समांतर स्थानांतरित 
करके प्राप्त किया जा सकता है। 


% अनिश्‍चित समाकलन के कुछ गुणधर्म निम्नलिखित है। 
i | [fc +g Gol dx = | ro) d+ |g (x) dx 
2. किसी भी वास्तविक संख्या k, के लिए |k f) ae =k | £ (5) ax 


अधिक व्यापकतः, यदि f. f. f... , , फलन हें तथा k, kook, , वास्तविक 
संख्याएँ हें तो 


[Ik AORA. Kf, (०0] ०४ 
=k ff) dr +k, | fn) dx +... k, | f, ©) dx 
* कुछ प्रामाणिक समाकलन 


n+ 





OMES +C, शक विशिष्टतः [de = x+C 
(1) fcosxdx=sinx+C (iii) fsinx dx=- cosx+C 
(iv) [|sec2x dx= tanx +C (v) f cosec? x dx=- cotx+C 


(vi) sec xtanxdx=secx+C 


=Í| 


(५1) f cosec x cot x dx = - cosec x+C (viii) Pe ॥ 0. 


_ | C 
=—COS x+ 





X = C 
| = tan i+ 
X 


७ H 


Siy = j 
s cot 


= 5९९ x+C 





x+C (xii) | जज 


—cosec x+C (xiv) [श्क =e +C 


A 


X 


Ca (vi) | t dx=log|x+C 





(xv) fa dyi 
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% आंशिक भिन्नो द्वारा समाकलन 
स्मरण कौजिए कि एक परिमेय फलन तल , दो बहुपदों का अनुपात है जिसमें P(x) 
X 


और Q (0, » के बहुपद हैं और 0 (४) #0. यदि बहुपद P(x) की घात बहुपद Q(>, की 
घात से अधिक है तो हम PG) को 0(9) से विभाजित करते < ताकि 








~ (५) + 122 के रूप में लिखा जा सके जहाँ 7 (x), एक बहुपद है और 
Q (x) Q(x) 
P (0 की घात 0(७ की घात से कम है। बहुपद होने के कारण T (४) का समाकलन 


त को निम्नलिखित प्रकार की आंशिक भिन्नों 
X 





आसानी से ज्ञात किया जा सकता है। 


के योगफल के रूप में व्यक्त करते हुए इसका समाकलन ज्ञात किया जा सकता है। 



































A 
aa i Ab 
(४-०) (४-७) x-a xD 
2 A B 
2. 7 = न्न 
(४-६) Ma (x-a) 
2 
+qx+ € 
3 _ P TG q. A. ` A - b Ç C 
(x-a) (x —b) OC) ४- ४४2१७ x—c 
Ó A B C 
' px (€s E n 2 
` (x-a) (४-४) o (oo re 
हे px +qx+r ) A  Brx+C 
` (x-a) (x? +bx+c) त. +bx+c 


जहाँ +? + bx +८ के आगे और गुणनखंड नहीं किए जा सकते। 


प्रतिस्थापन द्वारा समाकलन 
समाकलन के चर में परिवर्तन दिए हुए समाकलन को किसी एक आधारभूत समाकलन में 
परिवर्तित कर देता है। यह विधि जिसमें हम एक चर को किसी दूसरे चर में परिवर्तित करते 
हैं प्रतिस्थापन विधि कहलाती है। जब समाकल्य में कुछ त्रिकोणमितीय फलन सम्मिलित 
हों तो हम समाकलन ज्ञात करने के लिए कुछ सुपरिचित सर्व समिकाओं का उपयोग करते 
हैं। प्रतिस्थापन विधि का उपयोग करते हुए हम निम्नलिखित प्रामाणिक समाकलनों को प्राप्त 
करते हैं 
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(i) [tan x dx=1log|secx|+C (ii) | cot x dx = log | sin x |+ C 
(ii) [secx dx = log | sec x + tan x|+C 


(iv) | cosecx dx = log | cosec x — cot x | ना 


कुछ विशिष्ट फलनों के समाकलन 




















dx 1 x—a 
i = — lo +C 
2 [किक 2a ह x+a 
dx ] a+ x dx OE 
iy) |——=—lo | G ii =— tan —+C 
a [किए 2a — a —x di ल्क a a 








EN - a° 


oor Ax 
=sn —+C 
a 








(Iv) > =1oe aC (v) आही 
C २7 = 
dx Vd 2 LC 
wi) Pa I 3. 
x +a 


खंडशः समाकलन 
दिए हुए फलनों / तथा /, के लिए हम प्राप्त करते हैं कि 


ARONA dx = fi) EAS कत ño. [eo dx ax. अर्थात्‌ दो 


फलनों के गुणनफल का समाकलन = प्रथम फलन x द्वितीय फलन का समाकलन - {प्रथम 
फलन का अवकल गुणांक x द्वितीय फलन का समाकलन) का समाकलन . प्रथम फलन 
एवं द्वितीय फलन के चयन में सावधानी रखनी चाहिए। स्पष्टतया हमें ऐसे फलन को द्वितीय 
फलन के रूप में लेना चाहिए जिसका समाकलन हमें भलि-भाँति ज्ञात है। 


[e+ f dx= |e fx) %+९ 
कुछ विशिष्ट प्रकार के समाकलन 


2 
(1) | x? a? - a° d= a? - a° -log 
2 
(1) [V + 2 Ta =r +a? ma + log 


T E 
ar +a? 


+C 








+C 
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x 
(iii) | गी एस ण्य त. 
a 


dx s 
i अथवा |Á F प्रकार के समाकलनों को प्रामाणिक 
. l +bx+c pe 
रूप में निम्नलिखित विधि द्वारा परिवर्तित किया जा सकता हे: 


2 2 
; eee] म =) 
a a 261 a 4a 


| px + q dx अथवा | px +q dx 
(0) / कह ss ss n pusana के प्रकार के समाकलनों को प्रामाणिक 


रूप में परिवर्तित किया जा सकता हैं: 
pr+q= Aan +bx+c)+B=A (2ax+b)+B,AतथाB का मान ज्ञात 
करने के लिए दोनों पक्षों से गुणांकों की तुलना की जाती है। 
% हमने [| roo dx को, वक्र y = f(x), a < x < b, »-अक्ष एवं कोटियों x= a और + = b 
से घिरे क्षेत्र के क्षेत्रफल के रूप में परिभाषित किया है। मान लीजिए [a, ४] में x एक बिंदु 


है तब | ` f Go) 45 क्षेत्रफल फलन A (x) को निरूपित करता है। क्षेत्रफल फलन की 
संकल्पना हमें कलन की आधारभूत प्रमेय की ओर निम्नलिखित रूप में प्रेरित करती हे। 
* समाकलन गणित की प्रथम आधारभूत प्रमेय मान लीजिए कि क्षेत्रफल फलन 
A(x) = | f(x)dx, V x> ०, द्वारा परिभाषित है जहाँ फलन f अंतराल [a, ७] पर संतत 


फलन माना गया है। तब 4 (४) = /(%) V xe [a, b] 
* समाकलन गणित की द्वितीय आधारभूत प्रमेय 
मान लीजिए किसी बंद अंतराल [a, b] पर ॥.%का संतत फलन है और F एक दूसरा फलन 


है जहाँ RO) = fGD, f के प्रान्त के सभी » के लिए है, तब 


b b 
| fo)ax=[|Fo) +C] =F(b)-F(a) 


यह परिसर [ b] पर f का निश्चित समाकलन कहलाता है जहाँ a तथा b समाकलन 
की सीमाएँ कहलाती हैं ८ निम्न सीमा कहलाती हे और ७ को उच्च सीमा कहते हैं। 


+ 
%ç 
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